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AVERTISSEMENT. 



La solution de tout problème déterminé se réduit, en 
dernière analyse, à la résolution d'une ou de plusieurs 
équations, dont les coefficiens sont donnés en nombres, 
et qu'on peut appeler" équations numériques. 11 est donc 
important d'avoir des méthodes pour résoudre complète- 
ment ces équations, de quelque degré qu'elles soient. Celle 
que l'on trouve dans le Recueil des Mémoires de l'Aca- 
démie de Berlin pour l'année 1767, est jusqu'ici la seule 
qui offre des moyens directs et sûrs de découvrir toutes 
les racines réelles d'une équation numérique donnée , et 
d'approcher le plus rapidement et aussi près que l'on veut 
de chacune de ces racines. Plusieurs personnes ayant paru 
désirer d'avoir à part le Mémoire qui contient cette mé- 
thode , on le donne ici avec les Additions qui ont para 
dans le volume des Mémoires de la même Académie pour 
l'année 1768, et avec quelques Notes que l'auteur a cru 
devoir y joindre , et qu'on a rejetées à la fin pour ne pas 
interrompre l'ordre des matières. 

Il faut bien distinguer la résolution des équations numé- 
riques de ce qu'on appelle en algèbre la résolution générale 
des équations. La première est, à proprement parler, une 
opération arithmétique, fondée à la vérité sur les principes 
généraux de la théorie des équations , mais dont les résul- 
tats ne sont que des nombres, où l'on ne reèonnoit plus les 
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premiers nombres qui ont servi d'élémens , et qui ne con- 
servent aucune trace des différentes opérations particu- 
lières qui les ont produits. L'extraction des racines carrées 
et cubiques est l'opération la plus simple de ce genre ; c'est 
la résolution des équations numériques du second et du 
troisième degré , dans lesquelles tous les termes intermé- 
diaires manquent. Aussi conviendroit-il de donner dans 
l'arithmétique les règles de la résolution des équations nu- 
mériques, sauf à renvoyer à l'algèbre la démonstration de 
celles qui dépendent de la théorie générale des équations. 

Neuton a appelé l'algèbre arithmétique universelle. Cette 
dénomination est exacte «à quelques égards; mais elle ne 
fait pas assez connoîlre la véritable différence qui se trouve 
entre l'arithmétique et l'algèbre. Le caractère essentiel de . 
celle-ci consiste en ce que les résultats de ses opérations ne 
donnent pas les valeurs individuelles des quantités qu'on 
cherche , comme ceux des opérations arithmétiques ou des 
constructions géométriques , mais représentent seulement 
les opérations, soit arithmétiques ou géométriques qu'il 
faudra faire sur les premières quantités données ponr obtc - 
nir les valeurs cherchées; je dis arithmétiques ou géomé- 
triques, car on connoît depuis Viète les constructions 
géométriques par lesquelles on peut faire sur les lignes 
les mêmes opérations que Ton fait en arithmétique sur les 
nombres. 

L'algèbre plane pour ainsi dire également sur l'arithmé- 
tique et sur la géométrie ; son objet n'est pas de trouver les 
valeurs mêmes des quantités cherchées, mais le système 
d'opératious à faire sur les quantités données pour en dé- 
duire les valeurs des quantités qu'on cherche, d'après 
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les conditions du problème. Le tableau de ces opérations 
représentées par les caractères algébriques, est ce qu'on 
nomme en algèbre une formule ; et lorsqu'une quantité 
dépend d'autres quantités, de manière qu'elle peut être 
exprimée par une formule qui contient ces quantités , on 
dit alors qu'elle est une fonction de ces mêmes quantités. 

L'algèbre prise dans le sens le plus étendu , est l'art de 
déterminer les inconnues par des fonctions des quantités 
connues, ou qu'on regarde comme connues ; et lu résolu- 
tion générale des équations consiste à trouver pour toutes 
les équations d'un même degré ; les fonctions des cocflicicns 
de ces équations qui peuvent en représenter toutes les 
racines. 

On n'a pu jusqu'à présent trouver ces fonctions que pour 
les équations du second, du troisième et du quatrième' 
degré ; mais quoique ces fonctions expriment générale- 
ment toutes les racines des équations de ces mêmes degrés , 
elles se présentent néanmoins, dès le troisième degré, 
sous une forme telle qu'il est impossible d'en tirer les 
valeurs numériques des racines par la simple substitution 
de celles des cocllicicns, dans les cas mêmes où toutes les 
racines sont essentiellement réelles ; c'est cette difficulté 
que les Analystes désignent par le nom de cas irréductible; 
elle auroit lieu à plus forte raison dans les équations des 
degrés supérieurs, s'il étoit possible de les résoudre par 
des formules générales. 

Heureusement on a trouvé moyen de la vaincre dans le 
troisième et le quatrième degré , par la considération de la 
trisection des angles, et par le secours des tables triqono- 
mclriques j mais ce moyen, qui dépend de la division des 
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angles, n'est applicable dans les degrés plus élevés qu'à 
tine classe d'équations très-limitée; et on peut assurer 
d'avance que quand même on parviendroit à résoudre 
généralement le cinquième degré et les suivans, on n'au- 
roit par-là que des formules algébriques, précieuses en 
elles-mêmes, mais très -peu utiles pour la résolution effec- 
tive et numérique des équations des mêmes degrés, et 
qui, par conséquent, ne dispenseroient pas d'avoir re- 
cours aux méthodes arithmétiques qui sont l'objet de ce 
Traité. 



MÉMOIRE 



Digîtized by Google 



MÉMOIRE 



SUR LA RÉSOLUTION 

DES 

ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 



ViiîTE est le premier qui se soit occupé de la résolution des 
équations numériques d'un degré quelconque. 11 fait voir dans le 
Traité de numcrosa potestatum adfectarum resolutionc , comment 
on peut résoudre plusieurs équations de ce genre par des opéra- 
tions analogues à celles qui serrent à extraire les racines des 
nombres. 

Harriot, Ouglred , Pell , &c. ont cherché à faciliter la pra- 
tique de celte méthode , en donnant des règles particulières 
pour diminuer les tâtonnemens , suivant les difTérens cas q\ii 
ont lieu dans les équations relativement aux signes de leurs 
termes. Mais la multitude des opérations qu'elle demande , et 
l'incertitude du succès dans un grand nombre de cas , l'ont fait 
abandonner entièrement avant la fin du siècle dernier. 

En effet, il est aisé de se convaincre qu'elle ne peut réussir 
d'une manière certaine , que pour les équations dont tous les 
termes ont le même signe , à l'exception du dernier tout connu j 
car alors ce terme devant être égal à la somme de tous les autres } 
on peut , par des tâtonnemens limités et réglés , trouver succes- 
sivement tous les chiffres de la valeur de l'inconnue , jusqu'au 
degré de précision qu'on aura fixé. Dans tous les autres cas , 
les tâtonnemens deviendront plus ou moins incertains , à cause 
des termes soustractifs. 

* A 
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Il faudroit donc , pour l'emploi de cette méthode, qu'on put 
par une préparation préliminaire réduire toutes les équations à 
cellefortne : or on le peut toujours, pourvu qu'on ait deux limites 
d'une racine, l'une en plus, l'autre en moins > et qui soient 
telles que toutes les autres racines , ainsi que les parties réelles 
des racines imaginaires s'il y en a, tombent hors de ces limites} 
car on peut alors , par une substitution , transformer l'équation 
de manière que cette racine soit positive en même temps que 
toutes les autres racines réelles , ainsi que les parties réelles 
des racines imaginaires seront négatives j et il n'est pas difficile 
de s'assurer que, dans cet état , l'équation transformée aura la 
forme demandée , ou l'acquerra nécessairement en diminuant 
peu à-peu toutes ses racines d'une même quantité qu'on trouvera 
par quelques essais. Mais la difficulté de trouver ces limites est 
elle-même aussi grande , et peut être quelquefois plus grande 
que celle de résoudre l'équation. «*- 

A la méthode de Vièle a succédé celle de Newton , qui 
n'est proprt-ment qu'une méthode d'approximation, puisqu'elle 
suppose que l'on ait déjà la valeur de la racine qu'on cherche , 
à «une quantité près moindre que sa dixième partie j alors on 
substitue cette valeur plus une nouvelle inconnue à l'inconnue 
de l'équation proposée , et l'on a une seconde équation dont 
la racine est ce qui reste à ajouter à la première valeur pour 
avoir la valeur exacte de la racine cherchée j mais à cause de 
la petitesse supposée de ce reste , on néglige dans la nouvelle 
équation le carré et les puissances plus hautes de l'inconnue j 
et l'équation étant ainsi rabaissée au premier degré , on a sur- 
le-champ la valeur de l'inconnue. Cette valeur ne sera encore 
qu'approchée $ mais on pourra s'en servir pour en trouver une 
autre plus exacte , en faisant sur la seconde équation la même 
opération que sur la première , et ainsi de suite. De cette ma- 
nière , on trouve à chaque opération une nouvelle quantité 
à ajouter ou à retrancher de la valeur déjà trouvée , et oû 



5", if. ^2, 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 3 

a la racine d'autant plus exacte , qu'on pousse le calcul plus 
loin. s, 

Telle est la méthode que l'on emploie communément pour 
résoudre les équations numériques ; mais elle ne sert, comme 
l'on voit , que pour celles qui sont déjà ù-pcu-près résolues. De 
plus, elle n'est pas toujours sûre j car en négligeant à chaque 
opération des termes dont on ne connoît pas la valeur, il est 
impossible de juger du degré d'exactitude de chaque nouvelle 
correction} et il peut arriver, dans les équations qui ont des 
racines presque égales , que la série soit très-peu convergente , 
ou qu'elle devienne même divergente après avoir été conver- 
gente. Enfin elle a encore l'inconvénient de ne donner que des 
valeurs approchées des racines mêmes qui peuvent être expri- 
mées exactement en nombres , et de laisser par conséquent en 
doute si elles sont commensurables ou non. 

Le problème qu'on doit se proposer dans cette partie de 
l'Analyse, est celui-ci: Etant donnée une équation numérique 
sans aucune notion de la grandeur ni de la nature de ses 
racines , en trouver les valeurs numériques , exactes s'il est 
possible , ou aussi approchées qu J on voudra. Ce problême n'a pas 
encore été résolu; et c'est l'objet des recherches suivantes. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Méthode pour trouver , dans une équation numérique 
quelconque , la valeur entière la plus approchée de 
chacune de ses racines réelles, 

1 • Théorème i". S i l'on a une équation quelconque , et que l'on 
Irouve deux nombres tels qu'étant substitués successivement à 
la place de l'inconnue de cette équation , ils donnent des résul- 
tats de signe contraire , l'équalion aura nécessairement au moins 
une racine réelle dont la valeur sera entre ces deux nombres. 

Ce théorème est connu depuis long-temps, et Ton a coutume 
de le démontrer par la théorie des ligues courbes ; mais on peut 
aussi le démontrer directement par la théorie des équations , en 
celte sorte : Soit x l'inconnue de l'équation , et « , fi , y , &.c. ses 
racines , l'équation se réduira , comme Ton sait , à cette forme 

( X — * ) ( X — fi ) ( X — ? ) =: O. ' 

Or, soient p et q les nombres qui, substitués par x , donne- 
ront des résultats de signe contraire , il faudra donc qije ces 
deux quantités 

(p — «0 (p — 0) (p — y) 

(y — «0 (? — *) (y — y) 

soient de signes différens; par conséquent, il faudra qu'il y ait 
au moins deux facteurs correspondans, comme p — a et y — a, 
qui soient de signes contraires : donc il y aura au moins une des 
racines de l'équation , comme*, qui sera entre les nombres/? et q, 
c'est-à-dire plus petite que le plus grand de ces deux nombres, 
et plus grande que le plus petit d'entr'eux j donc cette racine 
sera nécessairement réelle. 
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1» Corollaire i. Donc, si les nombres p et q ne diff-renl l'un 
de l'autre que de l'unité , ou d'une quantité moindre que 
l'unité , le plus petit de ces nombres , s'il est entier , ou le nombre 
entier qui sera immédiatement moindre que le plus petit de ces 
deux nombres , s'il n'est pas entier , sera la valeur entière la 
plus approchée d'une des racines de l'équation. Si la différence 
entre p et q est plus grande que l'unité , alors nommant « , n i , 
n -f a , &c. les nombres entiers qui tombent entre p et q , il est 
clair que, si on substilue successivement à la place de l'inconnue 
les nombres p, n , n + i , n + s, &c. q , on trouvera nécessai- 
. rement deux substitutions consécutives qui donneront des résul- 
tats de signes differensj donc, puisque les nombres qui donneront 
ces deux résultats ne diffèrent enti'eux que de l'unité, on trou- 
vera , comme ci-dessus , la valeur entière la plus approchée d'une 
des racines de l'équation. 

3. Corollaire s. Toute équation dont le dernier terme est 
négatif, en supposant le premier positif, a nécessairement une 
racine réelle positive , dont on pourra trouver la valeur entière 
la plus approchée, en substituant à la placide l'inconnue lés 
nombres o, i , a , 3 , &c. jusqu'à ce que l'on rencontre deux 
substitutions qui donnent des résultats de signo contraire. 

Car, en supposant le premier terme x n , et le dernier — H, 
( II étant un nombre positif ) on aura , en faisant x = o , le résultat 
négatif — H , et en faisant x oo , le résultat positif oo'" ; donc 
on aura ici p — o, et q — oo ; donc les nombres entiers inter- 
médiaires seront tous les nombres naturels l , 2*,' 'ô , &c. donc , &c. 
( Coroll. pre'c. ) 

De-là on voit , i°. que toute équation d'un degré impair, dont 
le dernier terme est négatif, a nécessairement une racine réelle 
positive. 

u°. Que toute équation d'un degré impair, dont le dernier 
terme est positif, a nécessairement une racine réelle négative ; 
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car , en changeant * en — x , le premier terme de l'équation 
deviendra négatif: donc, changeant tous les signes pour rendre 
de nouveau le premier terme positif, le dernier deviendra néga- 
• lif : donc l'équalion aura alors une racine réelle positive j par 
•conséquent , l'équation primitive aura une racine réelle négative. 

'à°. Que toute équation d'un degré pair , dont le dernier terme 
est négatif, a nécessairement deux racines réelles, l'une positive 
et l'autre négative ; car , premièrement , elle aura une racine 
réelle positive*} ensuite , comme en changeant x en — x , le 
premier terme demeure positif, la transformée aura aussi une 
racine réelle positive : donc l'équation primitive en aura une 
réelle et négative. 

4. Remarque. Comme on peut toujours changer les racines 
«égatives d'une équation quelconque en positives , en changeant 
seulement le signe de l'inconnue , nous ne considérerons dans 
la suite, pour plus de simplicité, que les racines positives ; ainsi , 
quand il s'agira d'examiner les racines d'une équation donnée, 
on considérera d'abord les racines positives de cette équation , 
ensuite on y changera les signes de tous les termes où l'inconnue 
se trouvera élevée à une puissance impaire , et on considérera 
de même les racines positives de cette nouvelle équation ; ces 
racines, prises en moins , seront les racines négatives de la 
proposée. 

f 

5, Théorème II. Si dans une équation quelconque qui a 
«ne ou plusieurs racines réelles et inégales , on substitue suc- 
cessivement â la' place de l'inconnue deux nombres , dont l'un 
soit plus grand et dont l'autre soit plus petit que l'une de ces 
racines, et qui diffèrent en même temps l'un de l'autre d'une 
quantité moindre que la différence entre cette racine et chacune 
des autres racines réelles de l'équation , ces deux substitutions 
donneront nécessairement deux résultats de signes contraires. 
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En effet , soit «une des racines réelles et inégales de l'équation ,. 
et .8, >, <T, &c. les autres racines quelconques ; soit de plus t la 
plus petite des différences entre la racine * et chacune des autres 
racines réelles de l'équation, il est clair qu'en prenant p > «, 
q < m , et p — q < t , les quantités p — <* , et q — a seront de 
signes contraires , et que les quantités p — j8 , p — y , &c. seront 
chacune de même signe que sa correspondante q — ç> , g — y , &c. 
car, si 77 — j3 , et q — j8 étoient de signes contraires, il faudroit 
que j8 fût aussi compris entre p et q , ce qui ne se peut. Donc 
les deux quantités 

(/>-«) (/>-*) (/»->) 

(y — *) (7 — 0) — >) 

c'est-à-dire les résultats des substitutions de /> et y à la place 

de l'inconnue * ( n°. 1 ) , seront nécessairement de signes 

contraires. 

> > 

6. Corollaire 1. Donc , si dans une équation quelconque on 
substitue successivement à la place de l'inconnue les nombres 
en progression arithmétique 

o, a, 2 A, 3 A, 4 a , &c (A) 

les résultats correspondons formeront une suite , dans laquelle 
il y aura autant de variations de signes que l'équation proposé© 
aura de racines réelles positives et inégales, mais dont les diffé- 
rences ne seront pas moindres que la différence a de la progrf ssion. 
De sorte que si on prend a égale ou moindre que la plus petite 
des différences entre les différentes racines positives et inégales : 
de l'équation , la suite dont il s'agit aura nécessairement autant 
de variations de signe que l'équation contiendra de racines réelles 
positives et inégales. 

Donc, si la différence a est en même temps égale ou moindre 
que l'unité , on trouvera aussi , par ce moyen , la valeur entière 
approchée de chacune des racines réelles positives et inégales 
de l'équation ( n°. 2 ). 

Si l'équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle et positive, 
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ou si elle en a plusieurs, mais dont les différences ne soient pas 
moindres que l'unité , il est clair qu'on pourra faire a = i , c'est- 
à-dire qu'on pourra prendre les nombres naturels o, i , 2, 3, &c. 
pour les substiLuer à la place de l'inconnue j mais , s'il y a dans 
l'équation des racines inégales dont les différences soient moindres 
que l'unité , alors il faudra prendre a moindre que l'unité , et 
telle qu'elle soit égale ou moindre que la plus petite des différences 
entre les racines dont il s'agit : ainsi la difficulté se réduit à trouver 
la valeur qu'on doit donner à a j en sorte qu'on soit assuré qu'elle 
ne surpasse pas la plus petite des différences entre les racines 
positives et inégales de l'équation proposée : c'est l'objet du 
problême suivant. 

7« Corollaire 2. Toute équation qui n'a qu'un seul change- 
ment de signe, ne peut avoir qu'une seule racine réelle positive. 

11 est d'abord clair que l'équation aura nécessairement une 
racine réelle positive , à cause que son dernier terme sera de 
signe différent du premier (n°. 3 ). 

Or, soit (en supposant le premier terme positif, comme à 
l'ordinaire) X la somme de tous les termes positifs de l'équation , 
et Y la somme de tous les négatifs , en sorte que l'équation soit 
X — ■ Y = oj et puisqu'il n'y a , par l'hypothèse , qu'un seul 
changement de signe , il est clair que les puissances de l'inconnue x 
du pojynome X seront toujours plus hautes que celles du poly- 
nôme Y ; de sorte que si x' est la plus petite puissance de x dans 
Je polynôme X , et qu'on divise les deux polynômes X et Y par x' t 

la quantité — ne contiendra que des puissances positives de x t 
x 

Y 

et la quantité — ne contiendra que des puissances négatives 

X 

de x ; d'où il s'ensuit que x croissant , la valeur de — devra 

croître aussi , et x diminuant , — diminuera aussi , à moins 

1* 

que 
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que le polynôme X ne contienne que le seul terme x' , auquel 

cas — sera toujours une quantité constante ; au contraire , 

Y 

* croissant , la valeur de -7 diminuera nécessairement, et x di« 
Y 

minuant , — ira en augmentant. Soit a la racine réelle et 



x 



positive de l'équation , on aura donc , lorsque * = a , X = Y 5 
X Y 

donc aussi — - = — : donc , en substituant au lieu de x des 
x x 

nombres quelconques plus grands que a , on aura toujours 
X Y 

— > — , et par conséquent X — Y égal à un nombre positif j 

et en substituant au lieu de * des nombres moindres que a, on 
X Y 

aura toujours — < — , et par conséquent X — Y égal à un 
x x 

nombre négatif : donc il sera impossible que l'équation ait des 
racines réelles positives plus grandes ou plus petites que a. 

O. Problème. Une équation quelconque étant donnée , trouver 
une autre équation dont les racines soient les différences entre les 
racines de l'équation donnée. 

Soit donnée l'équation 

x m — Ax m - > + Bx"-- Car"" 3 + &c. = o .... (B) 
on sait que x peut être indifféremment égal à une quelconque de 
ses racines : soit x' une autre racine quelconque de la même 
équation , en sorte que l'on ait aussi 

x' m — Ax' m - 1 + Br'-'-Ci'-' + &c. =0, 
et soit u la différence entre les deux racines x et ar*, de manière 
que l'on ait x' = x + u; substituant cette valeur de x' dans la 
dernière équation , et ordonnant les termes par rapport à u , on 
aura une équation en u du même degré m , laquelle , en commen- 
çant par les derniers termes, sera de cette forme 

X + Ytf+Za' + V» , + &c. + «- = o 

B 
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les coefliciens X, Y, Z, &c. étant des fonctions de * telles que 
X—x m — A x n " +B.r"'' — Cx m ~ 3 + &c. 
Y i)Ar"-'+ ( m _o)Bi"- s -&c. 

Z x- » - ^T-'ii^l A + &c. 

a a 

&c. 

e'est-à-dire suivant la notation du calcul différentiel > 

dx adr" a.ddar 

Donc , puisque par l'équation donnée (B)onaX = o, Téquatioa 
précédente étant divisée par m, deviendra celle-ci : 

Y + lu + Vu* +, &c. -f u'-' = o (C). 

Cette équation, si on y substitue pour x une quelconque de» 
racines de l'équation ( B ) , aura pour racines les différences entre 
celte racine et toutes les autres de la même équation (B): donc, 
si on combine les équations (B) et (C) en éliminant x, on aura 
une équation en u, dont les racines seront les différences entre 
chacune des racines de l'équation (B) et toutes les autres racines 
de la même équation j ce sera l'équation cherchée. 
. Mais sans exécuter cette élimination , qui seroit souvent fort 
laborieuse , il suffira de considérer : 

i°. Que «,.3,7, &c. étant les racines de l'équation en*, celles 
de l'équation en u seront « — fi , <* — y , &c. fi — s , 0 — 7 , &c. 
y — *, > — fi y &c. &c. d'où l'on voit que ces racines seront au 
nombre de m (m — r), et que de plus elles seront égales deux 
à deux, et de signes contraires; de sorte que l'équation en u 
manquera nécessairement de toutes les puissances impaires de i/. 

Donc, en faisant ^ m — = n et u* — v , l'équation dont U 

«'agit sera de cette forme : 

v'-aw-' + Au'-' — ow— s + &c. = o (D). 

a 0 . Que ( a — fi )% ( * — y )% ( fi — y )», & c . étant les différentes 
valeurs de v dans l'équation (D), le coefficient a sera égal à la 
somme de toutes ces valeurs , le coefficient b sera la somme 
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de tous leurs produits deux à deux, &c. Or, il est facile de voir 
que ( « — | )*+(* — y y + ( (i — y y + &c. 

= (771—1) («' + 0* + / + &c.) — 2(<)8+*> + J3> + &c.)î 
mais on sait que a 0 + «y + j3> + &c.=B; et«* + j8' + >• + &c 
= A* — aB: donc on aura a = {m — i) (A* — a B) — aB, 
savoir : a — (m — i)A* — a mBjeton pourra , de la même 
manière , trouver la valeur des autres coefficiens b, c, &c 
Pour y parvenir plus facilement , supposons 

A, = * 4- J3 + y + &c. 

a, = *• + r + >• + &c 

A, = « 3 + fi + + &c 
&c. 

et l'on aura , comme Ton sait , 
A, = A 

A, = AA, — a B 

A, = AA. — BA, + 3C 

A 4 = AA, — BA, + CA, — 4 D 
&c. 

Supposons de plus 

û, — * )•+(« — > )- + (* — >)* + &C. 

a, = (« — *)♦+(« — >)* + (* — >)» + &c. 

= (* — /3) 6 + (* — y) s + (/a — r) 6 + &c, 

&c. 

il est facile de voir que l'on aura 

c , = (.- 0 A.-a(iAirA.) 

fl .^(m-i)A 4 -4(A,A,-A 4 ) + 6( (A ' ) ' 3 -^ ) 
a, = (m — i) A 6 — 6 (A, A, — A 6 ) + i5 (A.A 4 — A 6 ) 

&c. 

B a 



/ 
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ou bien 

a 

a. = m A 4 — 4 A, A, + 6 

( A Y 

a± = m A 6 — 6 A, A 5 + i5 A, A 4 — so v % ' 

&c. 
et en général 

<*m — mAt/u — a M A, A (iM _7 } 

+ A, A {tA ,_ t j — &c. 

a<*(a^-i) a). ...(/ x -f i ) ( A„ )• 

rt= s . — ,-. . 

i . a . ô ... p. .a 

Les quantités a,, a, , a,, &c. étant ainsi connues, on aura 
sur-le-champ les valeurs des coelEciens a , b t c, &c. de l'équa- 
tion ( D ) par les formules 
a = a, 

b = ° a> a% 
a 

b a, — a a % -f a 



a 

c a, — i a, + flfl, — a 4 



4 
&c. 

Ainsi on pourra déterminer directement les coefli ciens a , b y c, &c. 
de l'équation (C) par ceux de l'équation donnée (B). Pour cela 
on cherchera d'abord par les formules ci-dessus les valeurs des 
quantités A, , A, , A , &c. jusqu'à A» R ; ensuite , à l'aide de celles- 
ci , on cherchera celles des quantités a, , a, , , &c. jusqu'à 
a„ , et enfin , par ces dernières , on trouvera les valeurs cherchées 
des coefïiciens a , b , c, &c. 

Remarque. 11 est bon de remarquer que l'équation (D) 
exprime également les différences entre les racines positives et 
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négatives de l'équation ( B ) j de sorte que la même équation aura 
lieu aussi lorsqu'on changera x en — x pour avoir les racines 
négatives ( n°. 4 ). 

De plus , il est clair que l'équation ( D ) sera toujours la même , 
«oit qu'on augmente ou qu'on diminue toutes les racines de 
l'équation proposée d'une même quantité quelconque : donc , 
si cette équation a son second terme , on pourra le faire dispa- 
roître j et cherchant ensuite l'équation en u qui en résultera , 
on aura la même équation qu'on auroit eue si on n'avoit pas 
fait évanouir le second terme ; mais l'évanouissement de ce 
terme rendra toujours la recherche des coeiEciens a , 6 , c , &c. 
un peu plus facile , parce qu'on aura A = o , et par conséquent 
aussi A, = o j de sorte que les formules du numéro précédent 

deviendront 

« 

A, = o 
A.= — aB 

Aj= 3C 

A,= — BA, — 4D 

&c. 

O, = 771 A a 

c.= mA A + 6 £M' 

A,= mA 6 + ,5A.A 4 -ao^-i a 
&c. 

a = a, 

a 

b a, — a a t + Vr, 
c = g 

&c. 

10. Corollaire 1. Puisque les racines de l'équalion (D)sont 
les carrés des différences entre les racines de l'équation 
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proposée (B) , il est clair que si cette équation (D) avoit tous 
ses termes de même signe, auquel cas elle n'auroit aucune racine 
réelle et positive; il est clair, dis-je, que, dans ce cas, les diffé- 
' rences entre les racines de l'équation (B) seroient toutes imagi- 
naires; de sorte que cette équation ne pourroit avoir qu'une seul© 
racine réelle , ou bien plusieurs racines réelles et égales entr'elles. 
Si ce dernier cas a lieu , on le reconnoîirn, et on le résoudra 
par les méthodes connues ( f oyez aussi plus bas le chapitre II); 
à l'égard du premier cas, il s'ensuit du n°. 6 qu'on pourra 
prendre A = i. 

11. Corollaire 2. Si l'équation (B) a une ou plusieurs couples 
de racines égales, il est clair que l'équation (D) aura une ou 
plusieurs valeurs de w égales à zéro; de sorte qu'elle sera alors 
divisible une ou plusieurs fois par v. Cette division faite, lors- 
qu'elle a lieu , soit l'équation restante disposée à rebours de cette 
manière : 

+ + + , &c. + t«' = o (E) 

r étant = ou < n; qu'on fasse v = — , et ordonnant l'équation 
par rapport a .y, on aura 

y + + ay— + y y- s +,&c. + » == o (F). 

Qu'on cherche par les méthodes connues la limile des racines 
positives de cette équation , et soit / cette limite j en sorte que / 

1 

6urpas6e chacune des valeurs positives de y : donc — sera moin- 
dre que chacune des valeurs positives de — ou de t> j et par 

y 

conséquent moindre que chacune des valeurs de u % , à cause de 
v — u % { problême précédent ). 

Donc -4-, sera nécessairement moindre qu'aucune des valeurs 

de u f c'est-i-dire qu'aucune des différences entre les racines 
réelles et inégales de l'équation proposée (B). 
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Donc, i°. si \/ l < i , alors on sera sûr que l'équation (B) 
n'aura point de racines réelles dont les différences soient moindres 
que l'unité : ainsi , dans ce cas , on pourra faire sans scrupule 
A = i (n°. 6). 

a 0 . Mais si v/ / = ou > i , alors il peut se faire qu'il y ait 
dans l'équation (B) des racines dont les différences soient moin- 
dres que l'unité j mais , comme la plus petite de ces différences 

i 

sera toujours nécessairement plus grande que on pourra 

i 

toujours prendre a = ou < ( numéro cité). 

En général , soit t le nombre entier qui est égal ou immédiate- 
ment plus grand que y/ /, et on pourra toujours prendre a = 4~* 

K 

1 1» Scholie i. Quant à la manière de trouver la limite des 
racines d'une équation , la plus commode et la plus exacte est 
celle de Newton, laquelle consiste à trouver un nombre dont les 
racines de l'équation proposée étant diminuées, l'équation résul- 
tante n'ait aucune variation de signe j car alors cette équation 
ne pourra avoir que des racines négatives j par conséquent le 
nombre dont les racines de la proposée auront été diminuées, 
surpassera nécessairement la plus grande de ces racines. 
Ainsi , pour chercher la limite l des racines de l'équation 

(F) y + *v'-' + fif— -h >y 3 + &c.=o, 

on y mettra^ + l au lieu de y , et ordonnant l'équation résul- 
tante par rapport ky , elle deviendra 

P + Qjr + Ry + sy + &c. +y = o 
dans laquelle 

P sa r + « + $ V~ % + y r~ 3 + &C. + * 

Q = r r' + (r — i) + (r — a) (i f 3 + &c 

R = 'Jl^ll + <r-i)(r->) ^ ^ + ^ 

S = r(r a -x) (r - 5 ), ;f _ 3 a ç> 
£• 3 

&C. 
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et il n'y aura qu'à chercher une valeur de / qui , étant substituée' 
dans les quantités P , Q , R, &c. les rende toutes positives j en 
commençant par la dernière de ces quantités, laquelle n'aura 
que deux termes, et remontant successivement aux quantité» 
précédentes , on déterminera facilement le plus petit nombre 
entier qui pourra être pris pour / , et qui sera la limite la plus 
proche cherchée. 

Si on vouloit éviter tout tâtonnement , il n'y auroit qu'à prendre 
pour /le plus grand coefficient des termes négatifs de l'équa- 
tion (F) , augmenté d'une unité; car il est facile de prouver 
qu'en donnant à / cette valeur, les quantités P , Q, R , &c. seront 
toujours positives. 

Cette manière d'avoir la limite des racines d'une équation quel- 
conque , est due , je crois, à Maclaurinj mais en voici une autre 
qui donnera le plus souvent des limites plus approchées. 

Soient — m y'~ m — r y~* — tt y* — &c. les termes néga- 
tifs de l'équation (F) , on prendra pour / la somme des deux plus 

m n p 

grandes des quantités V^'i V"*, &c. ou un nombre quel* 
conque plus grand que cette somme. Cette proposition peut se 
démontrer de la même manière que la précédente j ainsi nous ne 
nous y arrêterons pas. 

Au reste , il faut observer que les limites trouvées de l'une ou 
de l'autre de ces deux manières seront rarement les plus pro- 
chaines limites. Pour en avoir de plus petites , on essaiera suc- 
cessivement pour / des nombres moindres , et on prendra le plus 
petit de ceux qui satisferont aux conditions que P, Q,R, &c. 
soient des nombres positifs. 

10. Scholie 3. Ayant donc trouvé la limite / de l'équation (F) , 

et jpris k égal ou immédiatement plus grand que \/ ï, on fera 
I 

A r= — (n°. n)» e * 011 substituera successivement dans 

l'équation proposée à la place de l'inconnue les nombres 

o, 



Digitized by Google 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 17 
1 a 3 

o, — , — , — , &c. j les résultats venant de ces substitutions forme- 
ront une série , dans laquelle il y aura autant de variations de signe 
que l'équation proposée contiendra de racines réelles positives 
et inégales , et de plus chacune de ces racines se trouvera entre 
les deux résultats consécutifs qui seront de signes différens j de 

sorte que si les nombres -j- , et - ~ 1 donnent des résultats de 

.. . h h + \ 

signe contraire , il y aura une racine entre — , et — j — j par 

h 

conséquent le nombre entier qui approchera le plus de — sera la 

valeur entière approchée de cette racine (n°. a ). 

Ainsi on connoîtra par ce moyen , non-seulement le nombre 
des racines positives et inégales de l'équation proposée , mais 
encore la valeur entière approchée de chacune de ces racines. 

Au reste , il est clair que si l'on trouvoit un ou plusieurs résul- 
tats égaux à zéro, les nombres qui auroieut donné «es résultats 
«eroient des racines exactes de l'équation proposée. 

Pour faciliter et abréger ce calcul , on fera encore lesremarques 
suivantes ; 

i°. Si on cherche par les méthodes des numéros précédens 
la limite des racines positives de l'équation proposée, il est clair 
.qu'il sera inutile d'y substituer à la place de l'inconnue des 
nombres plus grands que cette limite. En effet , il est facile de 
voir qu'en substituant des nombres plus grands que cette limite, 
on aura toujours nécessairement des résultats positifs. Ainsi , 
nommant x la limite dont il s'agit , le nombre des substitutions à 
faire sera égal à * k , et par conséquent toujours limité. 

En général , sans chercher la limite * , il suffira de pousser les 
substitutions jusqu'à ce que le premier terme de l'équation ou 
la somme des premiers termes, s'il'y en a plusieurs consécutifs 
avec le même signe -f, soit égale ou plus grande que la somme 
ide tous les termes négatifs j car il est facile de prouver , par la 

C 
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méthode du n". 7 , qu'en donnant à l'inconnue des valeurs plus 
grandes, on aura toujours à l'infini des résultats positifs. 

a 0 . Au lieu de substituer à la place de 1'inconuue x les frac- 

tions & c - on y mettra d'abord — - à la place de x , ou ce 

qui revient au même , on multipliera le coefficient du second 
terme par h , celui du troisième terme par k % , et ainsi des 
autres j et on y substituera ensuite à la place de x les nombres 
naturels 0,1,2,3, 8tC. jusqu'à la limite de cëtte équation , ou 
bien jusqu'à ce que le premier terme ou la somme des premiers , 
quand il y en a plusieurs consécutifs avec le même signe , soit 
égale ou plus grande que la somme des négatifs j parce mo3'en, 
les résultats seront tous des nombres entiers , et les racines de 
l'équation proposée se trouveront nécessairement entre les 
nombres consécutifs qui donneront des résultats de signe con- 
traire , ces nombres étant divisés par k , comme nous l'avons va 
plus haut. 

3°. Soit m le degré de l'équation dans laquelle il s'agit de 
substituer successivement les nombres naturels o , 1 , 2 , 3 , &c. 
je dis que , dès que l'on aura trouvé les m + 1 premiers résul- 
tats , c'est-à-dire ceux qui répondent à x = o, 1,2, &c. m , 
on pourra trouver tous les suivaus par la seule addition. 

Pour cela , il n'y aura qu'à chercher les différences des résul- 
tats trouvés, lesquelles seront au nombre de m, ensuite les 
différences de ces différences , lesquelles ne seront plus qu'au 
nombre de m — 1 , et ainsi de suite jusqu'à la différence m tmt . 

Cette dernière différence sera nécessairement constante, 
parce que l'exposant de la plus haute puissance de l'inconnue 
est m i ainsi on pourra continuer la suite des différences m*»" aussi 
loin qu'on voudra, en répétant seulement la même différence 
trouvée j ensuite , par le moyen de cette suite, on pourra, par 
la simple addition, continuer celle des différences m — i""*, 
et à l'aide de celle-ci on pourra continuer de même la suite des 
différences m — a'*", et ainsi de suite , jusqu'à ce que 
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l'on arrive à la première suite , qui sera celle des résultats 
cherchés. 

Il est bon d'observer ici que si les termes correspondais des 
différentes suites dont nous parlons étoient tous positifs , les 
termes suivans dans chaque suite seroient tous aussi positifs. Or, 
puisque la dernière différence est toujours positive , il est clair 
qu'on parviendra nécessairement dans chaque suite à des termes 
tous positifs; ainsi il suffira de continuer toutes ces suites jusqu'à 
ce que leurs termes correspondans soient devenus tous positifs, 
parce qu'alors on sera sûr que la série des résultats , continuée 
aussi loin qu'on voudra , sera toujours positive, et que, par con- 
séquent , elle ne contiendra plus aucune variation de signe. 

Pour éclaircir ceci par un exemple , soit proposée l'équation 

*' — 63 * + 18g = o 

on trouvera d'abord que les résultats qui répondent à * = o , 1 , 2, 3, 
sont i8tj, 127 , 71 , 27, d'où l'on tirera les différences premières 
— 62 , — 55 , — 4 f , les différences secondes G , 1 2 , et la diffé- 
rence troisième 6 j ainsi on formera les quatre séries suivantes : 



6 


6 


6 


6 


6 


6 


6 , &c. 


6 


12 


18 




3o 


36 


42 , &C. 


— 6a 


— 56 


-4f 


— 26 


— a 


28 


64 , &C. 


189 


127 


7 l 


a; 


1 




27 , &c. 



dont la loi est que chaque terme est égal à la somme du terme 
précédent de la même série , et de celui qui y est au-dessus dans 
la série précédente ; de sorte qu'il est très-facile de continuer ces 
séries aussi loin qu'on voudra. 

Or, la dernière de ces quatre séries sera, comme l'on voit, 
celle des résultats qui viennent de la substitution des nombres 
naturels 0,1,2, &c." à la place de x dans l'équation proposée 5 
et comme les termes de la septième colonne , savoir : 6 , 42 , 6 i , 27, 
sont tous positifs , il s'ensuit que les termes suivans seront tous 
aussi positifs ; de sorte que la série des résultats, continuée aussi 
loin qu'on voudra, n'aura plus aucune variation de signe. 

C 2 
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l4. Remarque. On avoit déjà remarqué que l'on pouvoît 
trouver la valeur approchée de toutes les racines réelles et iné- 
gales d'une équation quelconque , en y substituant successive- 
ment à la place de l'inconnue diflerens nombres en progression 
arithmétique ; mais cette remarque ne pouvoit pas être d'une 
grande utilité , faute d'avoir une méthode pour déterminer la 
progression que l'on doit employer dans chaque cas ; en sorte 
que l'on soit assuré qu'elle fasse connoîlre toutes les racines 
réelles et inégales de l'équation proposée. Nous en sommes heu- 
reusement venus à bout , à l'aide du problême du n°. 8. 

Au reste , nous verrons encore ci-après d'autres usages de ce 
même problème par rapport aux racines égales et imaginaires. 
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CHAPITRE IL 

De la manière d'avoir les racines égales, et les racines 
imaginaires des équations. 

l5. Nous n'ayons considéré, dans le chapitre précédent, 
que les racines réelles et inégales de l'équation proposée (B) j 
supposons maintenant que cette équation ait des racines égales : 
dans ce cas, il faudra (n°. 1 1 ) que l'équation (D) soit divisible 
autant de fois par w , qu'il y aura de combinaisons de racines 
égales deux à deux ; par conséquent , il faudra qu'il y ait dans 
cette équation (D) autant des derniers termes qui manquent; 
ainsi on connoîtra d'abord par ce moyen combien de racine» , 
égales il y aura dans la proposée. 

Or , puisque dans le cas des racines égales on a nécessaire- 
ment u = o (n°. 8)', l'équation (C) du même numéro donnera 
pour ce cas Y = o ; ainsi il faudra que les deux équations en x , 
X = o, et Y = o, aient lieu en même temps lorsque x est 
égal à une quelconque des racines égales de l'équation (B). 

On cherchera donc, par les méthcdes connues , le plus grand 
commun diviseur des deux polynômes X et Y j et faisant ensuite 
ce diviseur égal à zéro , on aura une équatiou qui ne sera com- 
posée que des racines égales de la proposée , mais élevées à une 
puissance moindre de l'unité. 

Soit R le plus grand commun diviseur de X et de Y, et X' le 
quotient de X divisé par R , il est facile de voir que l'équation 
X' = o contiendra toutes les mêmes racines que l'équation pro- 
posée X = o , avec cette différence que les racines multiples dé 
cette équation seront simples dans l'équation X' = o j ainsi 
l'équation X' = o sera dans le cas des méthodes précédentes. 
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On peut encore , si Ton veut , trouver deux équations séparées, 
dont l'une contienne seulement les racines égales de l'équation 
X = o , et dont l'autre contienne les racines inégales de la même 
équation. Pour cela , il n'y aura qu'à chercher encore le plus 
grand commun diviseur des polynômes X' et Y; et nommant ce 
diviseur R", on prendra le quotient de X' divisé par R' , lequel 
ôlant nommé X", on fera ces deux équations X" =o,et R' — o. 

La première contiendra seulement les racines inégales de 
l'équation X = o , et la seconde contiendra seulement les racines 
égales de la même équation , mais chacune une seule fois j de 
sorte que les deux équations X" = o , et R' = o , n'auront que 
des racines inégales , et par conséquent seront susceptibles des 
méthodes du chapitre précédent. 

1 6. Connoissant ainsi le nombre des racines réelles , tant 
inégales qu'égales , de l'équation proposée , si ce nombre est 
inoindre que le degré de l'équation , on en conclura que les 
autres racines sont nécessairement imaginaires. 

En général, pour que l'équation (B) ait toutes ses racines 
réelles , il faut que les valeurs de u soient réelles aussi j donc il 
faudra que les valeurs de «* ou de » soient toutes réelles et 
positives j par conséquent, l'équation (D) du n°. 8 doit avoir 
toutes ses racines réelles et positives ; donc il faudra , par la règle 
connue , que le6 signes de cette équation soient alternativement 
positifs et négatifs ; de sorte que , si cette condition n'a pas lieu , 
ce sera une marque sûre que l'équation (B) a nécessairement 
des racines imaginaires. 

Or, on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre 
pair , et qu'elles peuvent se mettre deux à deux sous cette forme , 
* + £ y/ — i , * — $\/ — i,*etjS étant des quantités réelles j 
donc on aura u = d= a j3 y/ — î , et par conséquent v = — 4 j8* j 
d'où l'on voit que l'équation (D) aura nécessairement autant de 
racines réelles négatives qu'il y aura de couples de racines ima- 
ginaires dans l'équation (B). 
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Donc , si on fait v = — w , ce qui changera l'équation ( D ) 
en celle-ci : 

u>" + a iS~ 1 + b ufi— + c w n ~ 3 + &c. = o (G ) 

cette équation aura nécessairement autant de racines réelles 
positives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans 
l'équation (B). 

Donc, si dans l'équation (G) il n'y a qu'un seul changement 
de signe, l'équation (B) n'aura que deux racines imaginaires 
(n°. 7). 

I y • Il suit du numéro précédent que , pour avoir la valeur 
des racines imaginaires de l'équation (B ) , il n'y a qu'à chercher 
les racines réelles positives de l'équation (G). En effet, soit 

nr 9 w , w \ &c. ces racines , on aura d'abord — — , — — , — , &c. 

pour les valeurs de j8 ; ensuite , pour trouver les valeurs corres- 
pondantes de * , on substituera , dans l'équation (B ) , * + 0 j/ — i , 
à la place de x , et on fera deux équations séparées des termea 
tous réels , et de ceux qui seront multipliés par y/ — î j de cette 
manière , on aura deux équations en * de cette forme : 
*» + P*— + Q «""' + &c. = o ^ 

dans lesquelles les coefliciensP , Q , &c.p, q> &c. seront donnés 
en a, b , c s &c. et en $. 

Doue, si on donne à j8 quelqu'une des râleurs précédentes , 
il faudra nécessairement que ces deux équations aient lieu en 
même temps , et par conséquent il faudra qu'elles aient un divi- 
seur commun. On cherchera donc leur plus grand commun divi- 
seur ; et le faisant égal à zéro , on aura une équation en * et /3 , par 
laquelle , j9 étant connu , on trouvera <t. 

II est bon de remarquer que , si toutes les valeurs de £ tirées 
de l'équation (G) sont inégales entr'elles , alors à chaque valeur 
de fi il ne pourra répondre qu'une seule valeur de a ; donc, dans 
ce cas, les deux équations (H) ne pourront avoir qu'une seule 
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racine commune j et par conséquent leur plus grand commun 
diviseur ne pourra être que du premier degré. 

On poussera donc la division jusqu'à ce que Ton parvienne 
à un reste où * ne se trouve plus qu'à la première dimension , et 
on fera ensuite ce reste égal à zéroj ce qui donnera la valeur 
cherchée de a. 

Mais si, parmi les valeurs de £ tirées de l'équation ■( G ) il y 
en a , par exemple , deux d'égales entr'elles , alors , comme à 
chacune de ces valeurs égales de ,S il peut répondre des valeurs 
différentes de «, il faudra qu'en mettant celte valeur double de 
d dans les équations (H) , elles puissent avoir lieu par rapport 
à l'une et l'autre des valeurs de * qui y répondent j ainsi ces deux 
équations auront nécessairement deux racines communes , et par 
conséquent leur plus grand commun diviseur sera du second degré. 
Il faudra donc , dans ce cas , ne pousser la division que jusqu'à 
ce que l'on arrive à un reste , où * se trouve à la seconde dimen- 
sion seulement j et alors on fera ce reste égal à zéro , ce qui 
donnera une équation du second degré , par laquelle on déter- 
minera les deux valeurs de *, lesquelles seront nécessairement 
toutes deux réelles. 

De même , s'il y avoit trois valeurs égales de 0 , il fau droit , 
pour trouver les valeurs de * qui répondroient à cette valeur 
triple de g , ne pousser la division que jusqu'à ce que l'on parvînt 
à un reste où la plus haute puissance de * fût la troisième ; et alors 
faisant ce reste égal à zéro , on auroit une équation en * du troi- 
sième degré, laquelle donneroit les trois valeurs réelles de *, 
correspondantes à la même valeur de fi , et ainsi de suite, 
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CHAPITRE III. 

Nouvelle Méthode pour approcher des racines des 
équations numériques. 

l8. Soit l'équation 

A x m + Bx m ~' + C * M -* + &c. + K as o .... (a) 
et supposons qu'on ait déjà trouvé par la méthode précédente, 
ou autrement , la valeur entière approchée d'une de ses racines 
réelles et positives j soit cette première valeur p , en sorte que 

l'on ait x > p et x <p + 1 , on fera x = p + — j et substituant 

cette valeur dans l'équation proposée , à la place de x, on aura , 
après avoir multiplié toute l'équation par y, et ordonné les termes 
par rapport à y , une équation de cette forme : 
A' y + Wy m ~ l + C'y-* + &c. + K' = o. ..(£). 

Or , comme ( hyp. ) — > p et < 1 , on aura ^ > o } donc I'équa- 

y 

tion (à) aura nécessairement au moins une racine réelle plus 
grande que l'unité. 

On cherchera donc , par les méthodes du chapitre I er , la valeur 
entière approchée de cette racine j et comme celte racine doit 
être nécessairement positive , il suffira de considérer y comme 
positif (n°. 4). 

Ayant trouvé la valeur entière approchée dey, que je nom- 
merai q , on fera ensuite^ = q et substituant cette valeur 

de^ dans l'équation (b) , on aura une troisième équation en r 
de cette forme : 

A"*" + B"*—' + C"*— + &c. + K." = o..,. (c) 

D 
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laquelle aura nécessairement au moins une racine réelle plus 
grande que l'unité, dont on pourra trouver de même la valeur 
entière approchée. 

Cette valeur approchéedez,étantnomméer,onfera*==r + — ; 

et substituant , on aura une équation en //, qui aura au moins une 
racine réelle plus grande que l'unité, et ainsi de suite. 

En continuant de la même manière , on approchera toujours 
de plus en plus de la valeur de la racine cherchée; mais , s'il 
arrive que quelqu'un des nombres p y q y &c. soit une racine 
exacte , alors on aura x = p, ou y sa 7, &c. et l'opération sera 
terminée; ainsi, dans ce cas, on trouvera pour x une valeur 
commensurable. 

Dans tous les autres cas , la valeur de la racine sera nécessai- 
rement incommensurable , et on pourra seulement en approcher 
aussi près qu'on voudra. 

1 9. Si l'équation proposée a plusieurs racines réelles posi- 
tives , on pourra trouver , par les méthodes exposées daus le 
chapitre I er , la valeur entière approchée de chacune de ces 
racines ; et nommant ces valeurs /? , p' , p" , &c. on les emploiera 
successivement pour approcher davantage de la vraie valeur de 
chaque racine ; il faudra seulement remarquer , 

i°. Que si les nombres p,p , p" , &c. sont tous différens l'un 
de l'autre , alors les transformées (b) , (c), &c. du numéro 
précédent , n'auront chacune qu'une seule racine réelle et plus 
grande que l'unité; car si, par exemple, l'équation (b) avoit 
deux racines réelles plus grandes que l'unité , telles que y' ety, 

on auroit donc x=p + -yetx=p + -jj ; de sorte que ces deux 

valeurs de x auroient la même valeur entière approchée p contre 
l'hypothèse : il en seroit de même si l'équation (c) , ou quel- 
qu'une des suivantes , avoit deux racines réelles plus grandes que 
l'unité. 
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De -là il s'ensuit que , pour trouver dans ce cas les valeurs 
entières approchées q , r, &c. des racines des équations (b) , 
(c), &c. il suffira de substituer successivement à la place de 
y , s, &c. les nombres naturels positifs 1 , 2 , 5 , &c. jusqu'à ce 
que l'on trouve deux substitutions consécutives qui donuent des 
résultats de signe contraire ( n°. 6). 

a 0 . Que s'il y a deux valeurs de x qui aient la même valeur 
entière approchée p , alors , en employant cette valeur, les 
équations (£),(c), &c. auront chacune deux racines réelles 
plus grandes que l'unité , jusqu'à ce que l'on arrive à une équa- 
tion dont les deux racines , plus grandes que l'unité , aient des 
valeurs entières approchées différentes; alors chacune de ces 
deux valeurs donnera une suite particulière d'équations , dont 
chacune n'aura plus qu'une seule racine réelle plus grande que 
l'unité. 

En effet , puisqu'il y a deux valeurs différentes de x qui ont 
la même valeur entière approchée p , ces deux valeurs seront 

représentées par p + — j de sorte qu'il faudra que y ait néces- 
sairement deux valeurs réelles plus grandes que l'unité : et , si 
ces deux valeurs de .y ont la même valeur approchée q , il faudra 

de nouveau qu'en faisant y = q + — , z ait deux valeurs dif- 

z 

férentes plus grandes que l'unité , et ainsi de suite. 

• Mais , si les valeurs entières approchées de y étoient 

différentes , alors , nommant ces valeurs q et q 1 , on feroit 

y — q + et y = q' + » et il est clair que z , dans l'une 

et l'autre de ces deux suppositions , n'auroit plus qu'une seule 
valeur réelle plus grande que l'unité'} autrement les valeurs 
de y , au lieu d'être seulement doubles , seroient triples ou 
quadruples , &c. 
Donc , quand on sera parvenu à une transformée dont les 

D 2 
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deux racines , plus grandes que l'uuité , auront des valeurs 
entières différentes, alors les autres transformées résultantes 
de chacune de ces deux valeurs n'auront plus qu'une seule 
racine plus grande que l'unité ; par conséquent , on pourra 
trouver la valeur entière approchée de ces racines , en y substi- 
tuant simplement les nombres naturels 1 , 2,3, &c. jusqu'à ce 
que l'on ait deux substitutions qui donnent des résultats de signes 
contraires (n°. G). 

On peut faire des remarques analogues sur le cas où il y auroit 
dans l'équation (a) trois racines, ou davantage , qui auroient la 
même valeur entière approchée. 

■ * > 

20. Nous avons supposé dans le n°. 18 que les racines cher- 
chées étoient positives j pour trouver les négatives , il n'y aura 
qu'à mettre — x à la place de x dans l'équation proposée , et on 
cherchera de même les racines positives de cette dernière équa- 
tion : ce seront les racines négatives de la proposée (n°. 4). 

Quant aux racines imaginaires qui sont toujours exprimées par 
« + 0 \/ — î , nous avons donné , dans le chapitre II , le moyen de 
trouver les équations dont * et 0 sont les racines j ainsi il n'y aura 
qu'à chercher les racines réelles de ces équations, et l'on aura la 
valeur de toutes les racines imaginaires de l'équation proposée. 

« * 

21. Pour faciliter les substitutions (n\ 18) de p -f- — , au 

y 

lieu de x, de q + au lieu de^, &c. il est bon de remarquer 

que les coefficiens de la transformée (b) peuvent se déduire 
immédiatement de ceux de l'équation (a) , en cette sorte : 

A' = Ap m + bp—' + Cp m — + Dp m ~ 3 + &c. 

B' = mA/"'+ (m-OB/" + (m — *)C/>— 3 +&c. 

c = »(»-o A,— + ^-'H^^Br'T&c, 

&c. 
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On aura de même ceux de la transformée (r) par ceux de la 
tranformée ( b ) , en mettant dans les formules précédentes q à la 
place de/), A", B , C, &c. à la place de A', B', C, &c. et 
A',B',C, &c. à la place de A, B,C, &c. et ainsi de suite. 

De-là, il est évident que le premier coefiicient A' ou A", &c. 
ne sera jamai3 nul , à moins que le nombre p ou q , &c. ne soit une 
racine exacte, auquel cas nous avons vu que la fraction con- 
tinue se termine à ce nombre ( n°. 18). En effet , si A' = o , 
ou A" = o , &c. on aura y — 00 , ou z — 00 5 donc x = p, 
ou y = q , &c. 

22. Soient donc p , q, r , s, t, &c. les valeurs entières 
approchées des équations (a) , (b) , (c) , &c. en sorte que l'on ait 

x — p + — , y = q + — z = r+— , &c. 
J z u 

et substituant successivement ces valeurs dans celle de .r , on 

aura 

1 

x = p + — 1 

i + , 

s + &c. 

Ainsi la valeur de x , c'est-à-dire de la racine cherchée , sera 
exprimée par une fraction continue. Or, on sait que ces sortes 
de fractions donnent toujours l'expression la plus simple , et en 
même temps la plus exacte qu'il est possible d'un nombre quel- 
conque, soit rationnel ou irrationnel. 

Huygens paroît être le premier qui ait remarqué cette propriété 
des fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les 
fractions les plus simples , et en même temps les plus approchantes 
d'une fraction quelconque donnée. ( f^oyez son Traité de Auto- 
mate planetario. ) 

Plusieurs habiles géomètres ont ensuite développé davantage 
cette théorie , et en ont fait différentes applications ingénieuses 
et utiles ; mais on n'avoit pas encore pensé , ce me semble , à s'en 
servir dans la résolution des équations. 
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23. Maintenant , si on réduit les fractions continues 

en fractions ordinaires , on aura en faisant 
* = /, , «'si 

^ = 7* + I, P' = ? *' = ? 

r = r /3 + «, ^ == r ^ + / 

■r = S ^ + /3 , = s y' + H' 

&c. &c. 
on aura , dis- je , celte suite de fractions particulières : 

* 7 i &c 

*" jF' "7* T 7 ' 

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie 
valeur de x , et dont la première sera plus petite que. cette 
valeur , la seconde sera plus grande , la troisième plus petite , 
et ainsi de suite; de sorte que la valeur cherchée se trouvera 
toujours entre deux fractions consécutives quelconques : c'est 
ce qu'il est aisé de déduire de la nature même de la fraction 
continue , d'où celles-ci sont tirées. 

Or , il est facile de voir que les valeurs de « , 0 , y , &c. 
et *' | & , y , &c. sont toujours telles que # *' — « = i , 
g y' — y#= i,JV — yf = i, &c. d'où il s'ensuit , 

i°. Que ces fractions sont déjà réduites à leurs moindres 
termes j car si y et y' , par exemple , avoient un commun diviseur 
autre que l'unité , ilfaudroit, en vertu de l'équation — >/3'= i, 
que l'unité fût aussi divisible par ce même diviseur. 

a 0 . Qu'on aura 

L * _ 1 * y » * y ' g , 

$t y' ~~ t'y" F~V 888 yT* Kc * 

* js y 

de sorte que les fractions — , —, -y , &c. ne peuvent jamais 

* p y 

différer de la vraie valeur de x que d'une quantité respectivement 
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moindre que -777» 77— 7 y -7-77» ^ sera f ac »' e de 

* & fi y y à 

juger de la quantité de l'approximation. 

En général , puisque jB' >*',>'> fi' , &c. on aura 

11 11 

> "77/ ' T 77 > 7v 

d'oùj l'on voit que l'erreur de chaque fraction sera toujours 
moindre que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la 
même fraction. 

5°. Que chaque fraction approchera de la valeur de x , non- 
seulement plus que ne fait aucune des fractions précédentes, 
mais aussi plus que ne pourroit faire aucune autre fraction quel- 
conque qui auroit un moindre dénominateur. En effet, si la frac- 

(X. y 

lion — , par exemple , approchoit plus que la fraction -7 , 
y étant > , il faudroit que la quantité — se trouvât entre ces 

deux 7 et 7"> donc 7-7 <7~7 < 7ï> el>0 ' 

donc fi y — /x 7 < — ■ < 1 , et > o ; ce qui ne se peut. 



/ * & y 

2 4. Les fractions — , —, — &c. peuvent être appe- 

tt ' (6 y 

\èes fractions principales , parce qu'elles convergent le plus qu'il 
est possible vers la valeur cherchée j mais , quand les nombres 
p, q , r, &c. diffèrent de l'unité, on peut encore trouver d'autres 
fractions convergentes vers la même valeur, et qu'on appellera, 
si l'on veut, fractions secondaires. 

Par exemple , si r est > 1 , on peut entre les fractions — et — 

* y 

qui sont toutes deux moindres que la valeur de x , insérer autant 
de fractions secondaires qu'il y a d'unités dans r — 1 , on 
mettant successivement 1 , 2 , 3, &c. r — . 1 , au lieu de r. De 
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celle manière , à cause de y = r ,3 + *, et y = r 0' + on 
aura celle suile de fractions 

/3 + * 2 0 + * 3 0 + * „ r 0 + * 



7 &c. 



t 2 

on trouvera 7 — — - , „ . , — de sorte que cette diffé- 



*" 0' + *'' 2jS' + *" 3 0' + *' * r0' + *' 

dontles deux extrêmes sont les deux ïtblqIxoxis principales — ^ —, 

et dont les intermédiaires sont des fractions secondaires. 

Or, si on prend la différence entre deux fractions consécutives 

, .. 20 + * 30 + * 
quelconques de cette suite , comme entre , et ■— ; , 

2 0 + * ■ O 0 + * 

1 

*(2*' + «'M 5 *' + *') : 
rence sera toujours positive , et ira en diminuant d'une fraction 

à l'autre j d'où il s'ensuit que , comme la dernière fraction — est 

y 

moindre que la vraie valeur de la fraction continue , les fractions 
dont il s'agit seront toutes plus petites que cette valeur, et 
seront en même temps convergentes vers cette même valeur. 

On fera le même raisonnement par rapport à toutes les autres 
fractions principales j et si on ajoute à ces fractions les deux 
fractions 7 et dont la première est toujours plus petite, et 
dont la seconde est plus grande que toute quantité donnée , 
on pourra former deux séries de fractions convergentes vers la 
valeur cherchée , dont l'une contiendra toutes les fractions plus 
petites que cette valeur j et dont l'autre contiendra toutes les 
fractions plus grandes que la même valeur. 

Fractions plus petites. 



O J 

» » ïf 



+ * 3 j8 + * 5 0 + * o r 0 4- * /y_\ 

0' + *" 2/8' 4-*" 5/8' + V rl' + *'"%'/ 

£ 4- y 2 <T + y 5 <? + y t / + y / « \ 

FT7» ^T7' 3 r + >' &c ' /^ + y'-'Kï) 



Fractions 
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Fractions plus grandes. 

f s 

i « + i i * + i y * -f i /H 

°> ^VT"!' 3 + i y + W 

> + g 2 ï + 5 y ■+ j „ ; S y + £ v 

&c. 

Quant à la nature de ces fractions , il est facile de prouver , 
comme nous l'avons fait par rapport aux fractions principales, 
i°. que chacune de ces fractions sera déjà réduite à ses moindres 
termes j d'où il s'énsuit que comme les numérateurs et les déno- 
minateurs vont en augmentant, ces fractions se trouveront 
toujours exprimées par des termes plus grands à mesure qu'elles 
s'éloigneront du commencement de la série. a°. Que chaque 
fraction de la première série approchera de la valeur de x plu» 
qu'aucune autre fraction quelconque , qui seroit moindre que 
cette valeur, et qui auroit un dénominateur plus petit que celui 
de la même fraction ; et que , de même , chaque fraction de la 
seconde série approchera plus de la valeur de x que ne pourroit 
faire toute autre fraction qui seroit plus grande que cette valeur 
et qui auroit un dénominateur plus petit que celui de la même 
fraction. 

En effet , s'il y avoit une fraction comme plus petite que la 
valeur de x , et en même temps plus approchante de cette valeur 
que la fraction —, , , par exemple , en supposant 3 /S' + *' > pt , 

0 P T * 

fi 

il faudroit ( à cause que la fraction -jp est plus grande que la 

valeur dont il s'agit ) que la quantité y se trouvât entre les deux 

411131111163 W+l Ct T quanute - — devroit 

E 
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5 $ + « 1 «' — «t g' 1 

etrC < /S' 3/1' + «' < *'(3lB' + *') /r(3/3' + *') 5 
donc il faudroit que ft ( 3 + «')—/*'( 3 /S + * ) fût 



< 



- < î j ce qui ne se peut. 



3 /S' + *' 

Au reste , il peut arriver qu'une fraction d'une série n'approche 
pas si près qu'une autre de l'autre série , quoique conçue en 
termes moins simples j mais cela n'arrive jamais quand la frac- 
tion qui a le plus grand dénominateur est une fraction princi- 
pale (n°.23). 
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CHAPITRE IV. 

Application des méthodes précédentes à quelques 

exemples. 

lô. Je prendrai pour premier exemple l'équation que Newton 

a résolue par sa méthode , savoir: 

x 3 — 2 x — 5 = o. 
Je commence par chercher par les formules du n°. 8 l'équation 
en h qui résulte de cette équation ; je fais donc m = 3, A = o , 

B=— a, C =5 j j'aurai n = -^- = 3,A, =o, A 4 = 4, A,= j5, 

A 4 =8,A î «=5o,A«=9Mdonca l =i9,a > =7a,« î =— M97» 
et de-là a = ia , b = 36 , c = — 6*3 } de sorte que l'équation 
cherchée sera 

„' _ ia «» + 36 v + 643 = o. 
Comme celte équation n'a pas les signes alternativement po- 
sitifs et négatifs, j'en conclus sur-le-champ que l'équation 
proposée a nécessairement deux racines imaginaires , et par 
conséquent une seule réelle ( n°. 16 ). 

Ainsi les nombres à substituer à la place de x seront les nombres 
naturels o, 1 , a , 3, &c. ( n\ 6 ) 

Je suppose d'abord x positif, et je cherche la limite des valeurs 

de * par les méthodes du n°. 12 , je trouve y/ a + y/ 5 < 3 ; 
ainsi 3 sera la limite cherchée en nombres entiers j de sorte qu'il 
suffira de faire successivement * = 0, 1 , a , 3; ce qui donnera 
ces résultats : - 5 , - 6 , — i , 16} d'où l'on voit que la racine 
réelle de l'équation proposée sera entre les nombres a et 3} et 
qu'ainsi a sera la valeur entière la plus approchée de cette racine 



56 DE LA RÉSOLUTION 

Je fais maintenant, suivant la méthode du chapitre III, 

* = i + - , j'ai , en substituant et ordonnant les termes par 

rapport à j, l'équation 

y^ — 10 y* — 6 y — î — o 
dans laquelle j'ai changé les signes pour rendre le premier terme 
positif. 

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus 
grande que l'unité ( n°. 19) j de sorte que , pour en trouver la 
valeur approchée , il n'y aura qu'à substituer les nombres 
0,1,2,3, &c. jusqu'à ce que l'on trouve deux substitutions 
consécutives qui donnent des résultats de signe contraire. 

Pour ne pas faire beaucoup de substitutionsinutiles, je remarque 
qu'en faisant y = o, j'ai un résultat négatif, et qu'en faisant 
y =■ 10, le résultat est encore négatif} je commence donc par 
le nombre 1 o , et je fais successivement^ =10, 1 1 , &c. je trouve 
d'abord les résultats — 61 , 54 , &c. d'où je conclus que la valeur 
approchée de y est 10 } donc q =■ 10. 

Je fais àoncy = 10 + -, j'aurai l'équation 

0 

61 — 94 z % — 10 z 1 =0; 

et supposant successivement z = 1,2, &c. j'aurai les résultats 
— 5-4 , 71, &x. donc r = 1 . 

Je fais encore.* = 1 + - , j'aurai 

54 u s + 75 u* — 89 u — 61 = oj 
et supposant u = 1 , a , &c. j'aurai les résultats — 71 , 295, &c. 
donc s = 1 , et ainsi de suite. 

En continuant de cette manière , on trouvera les nombres 
2,10,1,1,2,1,3,1,1,12, &c. de sorte que la racine cher- 
chée sera exprimée par cette fraction continue 

1 

X = 2 + ; I 

10 + ; I 

» + , I 

1 + o 

2 + &C 
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d'où l'on lirera les fractions ( n°. a3 ) 

a y. iî 44 111 iSS 576 7-Si 1V7 s- c 
1, io-, il) 21) a5 , 74, 273» 3.9» Cj* , 7637 

lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que 
la valeur de x. 

La dernière fraction ^— — estpîusgrandequelaracinecherchéei 

mais l'erreur sera moindre que (n°. a3, 2 0 . ) c'est-à- 

( 7 b5 7 ; 

di$e moindre que 0,00000001 63 j donc , si on réduit la frac- 
tion ViVf en fraction décimale , elle sera exacte jusqu'à la 
septième décimale : or , en faisant la division , on trouve 
2,oo,455i48(55. . . ainsi la racine cherchée sera entre les nombres 
2,og455i<fg et 2,o()i55i47. 

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,oo455i47 
( Voyez sa Méthode des suites infinies ) ; d'où ^l'on voit que 
cette méthode donne dans ce cas un résultat fort exact : mais 
on auroit tort de se promettre toujours une pareille exactitude. 

2,6. Quant aux deux antres racines de la même équation , 
nous avons déjà vu qu'elles doivent être imaginaires: néanmoins, 
si on vouloit en trouver la valeur, on le pourroit par la méthode 
du n°. 17. 

Pour cela, on reprendra l'équation en v trouvée ci -dessus, 
et en y changeant u en — , on aura 

- -f* 12 iv % — 36 u> — 645 = o, 

et il ne s'agira plus que de chercher une racine réelle et positive 
de cette équation. Or, puisqu'elle à son dernier terme négatif, 
elle aura nécessairement une telle racine , dont on pourra trouver 
la valeur entière la plus approchée par la substitution successive 
des nombres naturels o , 1,2, ô , &c. (n°. 3). En effet, en faisant 
w = 6 , on aura le résultat — 211, et en faisant w = 7 , on aura 
-f 40 ; ainsi la valeur entière la plus approchée de la racine 
positive de cette équation sera G. 
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On fera donc maintenant w — 6 + - , et en substituant . ou 

aura , après avoir changé les signes , 

211 — ai6 u* — 3o u — î =o. 
Faisant successivement « = 0,1,1, &c. on aura les résultats 
— 1 , — 56, + 53 3 donc 1 sera la valeur entière approchée 
de u. 

On fera donc u = 1 -f -, et l'on aura en substituant et 

x 

changeant les signes, 

36 x 3 — 171 x* — 4 17 x — 211 = o. 
En faisant successivement x = 0, 1 , 2, &c. on trouvera des 
résultats négatifs jusqu'à la supposition de x — 7, qui donne 
9218 pour résultatj de sorte que 6 sera la valeur entière appro- 
chée de x. 

» 

On fera donc x = 6 + - &c. 

. y 

De cette manière , on approchera de plus en plus de la valeur 
de w , laquelle sera exprimée par cette fraction continue : 

w = 6 + — _i_ 

1 + 6 + &c. 
d'où l'on tire les fractions particulières 

î 7 - & &c 

Connoissant ainsi w , on aura ( n°. 17 ) fi = — — j ainsi on con- 
noîtra 0. 

On substituera maintenant « + 0 •/ — 1 , à la place de x 
dans l'équation proposée} et faisant deux équations séparées des 
termes tout réels , et de -ceux qui sont affectés de y/ — 1 , on aura 
les deux équations 

« 3 — (3 jB» + a) « — 5 = o 

3 et» — £ s — 2 — O. 

On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux 
équations , et on poussera seulement la division jusqu'à ce que 
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l'on arrive à uu reste où * ne se trouve qu'à la première puis- 

8 .a" + 4 

sance ( numéro cité ) $ ce reste sera * — 5 , lequel 

étant fait = o , donnera 



i5 



4 (a jB* + i )" 

Ainsi on aura la valeur des deux racines imaginaires « + 0 / — 1 > 
et * — 0 y/ — î de l'équation proposée. 

27. Prenons pour second exemple l'équation 
,r 3 — 7 x + 7 = o. 
On aura encore ici m = 3, et par conséquent n = 3 j ensuite 
A = o,B = — 7,C = — 7;d'oùA, = o,A, = i4,A, = — 21, 
A 4 = 98 , A, = — 245 , A, = 333 j et de-là , a, = 42 , a t = 882 , 
a, = 18669 , et enfin a = 4? , b = 44i , c = 49 5 de sorte que 
l'équation en u sera 

v 3 4î 4* 44 1 u — ^9 = °* 

Puisque les signes de cette équation sont alternatifs , c'est une 
marque que la proposée peut 8Voir toutes ses racines réelles 
(n°. 16) jet comme d'ailleurs cette équation n'est point divisible 
par v , il s'ensuit que l'équation en * n'aura point de racines 
égales (n°. i5). 

On fera maintenant (n°. 1 1 ) v = - , et ordonnant l'équation 

y 

par rapport à y , on aura 

y — 9 y' + tt y — il = °- 

Le plus grand coefficient négatif étant 9 , on pourroit prendre 
l = 10 (n°. 12 ) i mais on peut trouver une limite plus proche , 
en cherchant le plus petit nombre entier qui rendra positives ce* 
trois quantités 

p — 9 / T 77 1 — 77 
3 /._ 18/ + 1$ 

3/— 9 

et on trouvera que / = 9 satisfait à ces conditions ; de sorte 
qu'on aura i = 5 (n°. 11 ) , et par conséquent 4 a»j» 
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On mettra donc (n°. i3, 2°. ) dans l'équation proposée - à la 

o 

place de x , ce qui la réduira à celle-ci : 

ar 1 — fi3 jc + 189 = o 
dans laquelle il n'y aura plus qu'à substituer les nombres natu- 
rels o , 1', 2 , &c. à la place de x. Or, suivant la méthode du 
n°. i3 (5°,) , on trouve que la série des résultats ne contient que 
deux variations de signes , lesquelles répondent-à x = 4 , 5, 6; 
de sorte que lVquation proposée n'aura que deux racines posi- 
tives , lesquelles tomberont , l'une entre les nombres y et y, et 
l'autre entre les nombres } et j; d'où l'on voit que la valeur 
entière la plus approchée de l'une et de l'autre sera 1 ( n°. 1 ). 

Faisons maintenant x négatif pour avoir aussi les racines néga- 
tives (n°. 4 ) > et l'équation se changera en 

* J — 7 x — 7 as o'j 
laquelle ayant son dernier terme négatif, aura sûrement une 
racine positive (n°. 3), et il est clair qu'elle n'en aura qu'une 
seule , puisque nous avons déjà trouvé les deux autres } ainsi 
on pourra d'abord trouver la valeur entière approchée de cette 
racine , en substituant à la place de x les nombres o , 1 , a , &c. 
jusqu'à ce que l'on rencontre deux substitutions qui donnent des . 
résultats de signe contraire (n°. S ): or, on trouve que ces 
substitutions sont x = 3 et x = 4 j de sorte que 3 sera la valeur 
entière la plus approchée de x dans l'équation précédente, et 
par conséquent de — x dans, la proposée. 

Ayant ainsi trouvé que l'équation a trois racines réelles , deux 
positives et une négative, et ayant trouvé en même temps leurs 
valeurs entières approchées , on pourra approcher autant qu'on 
voudra de la vraie valeur de chacune d'elles par la méthode 
du chapitre III. 

Considérons d'abord les racines positives , et faisons dans 

l'équation x 3, — 7*4-7=0,*=! + -, elle de viendra celle-ci: 

y-4/ + 3; + i=o, 

laquelle, à cause que 1 est la valeur approchée de deux racines, aura 

nécessairement 
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nécessairement ( n°. 1 g , 2°. ) deux racines plus grandes que l'unité. 

J'essaie d'abord si je peux trouver les valeurs approchées de ces 
deux racines par la substitution des nombres entiers o, 1 , a , & c. 
et comme il n'y a que le terme 4y* de négatif, il suffira (n°. i3, i 0 .)' 
de pousser les substitutions jusqu'à ce que l'on ait_y 3 = ou > 4j 9 j 
c'est-à-dire jusqu'à y = 4 ' or , en faisant ^=0,1, 2,3,4, j'ai 
les résultats î , î , — î, i, i3jd'où je conclus que les racines cher- 
chées sont , l'une entre les nombres î et a , et l'autre entre les nom- 
bres i et 3 j de sorte que les valeurs approchées de .y seront î et a. 

On fera donc, = i + * , etl'onauraz 3 — as* — z -f i =o 

JE 

équation qui n'aura plus qu'une racine réelle plus grande quel'unité 
( n°. 19, 2 0 . ) j ainsi on supposera successivement z — 1 , 2 , &c. 
jusqu'à ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui 
donnent des résultats de signe contraire : or, on trouve que x = 2 
donne — 1 , et x — 3 donne 7 } donc 2 sera la valeur entière 
approchée de x. 

On fera donc x = 2 + - , et substituant , l'on aura , en chan- 

u 

géant les signes , w* + 3 «* — 4 u — 1=0. 

On supposera de même u — 1,2, &c. et l'on trouvera que la 

valeur entière approchée de u sera 1. 

On fera u — 1 + — , et ainsi de suite. 
tu 

2 0 . On fera y — 2 + - , et substituant dans l'équation précé- 
dente, en y , on aura, après avoir changé les signes, 

x* + x' — 2 z — 1=0 
cette équation n'aura, comme la précédente en x , qu'une seule 
racine réelle plus grande que l'unité j de sorte qu'il n'y aura qu'à 
faire x = 1 , 2 , &c. ce qui donne les résultats — 1 , 5 j d'où l'on 
conclut que 1 est la valeur entière approchée de x. 

On fera donc x = 1 + ^, et l'on aura , en changeant les signes , 
w 3 — 3 «• — 4 u — 1 = o 
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d'où l'on trouvera , de la même manière que ci-dessus , que la 
valeur entière approchée de u sera 4. 



Ainsi on fera u = 4 H , et ainsi de suite. 

w 

Donc les deux racines positives de l'équation proposée seront 

î 

x — i + — i 

i + — i 

2 + 1 + &c. 

X = 1 + — X 

1 ^ 4 + &c. 

D'où l'on tirera , si l'on veut , des fractions convergentes , comme 
dans l'exemple précédent (n 0 \ 23 et 24 ). 

Pour trouver maintenant la valeur approchée de la racine néga- 
tive, on reprendra l'équation x* — 7 x — 7 = 0 

danslaquelle on a déjà trouvé que la valeur entière approchée est 3 j 

ainsi on fera x = 3 + - , ce qui donnera , en changeant les signes , 

y — 20 y — 9 y — 1 = o 
et comme cette équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle 
plus grande que 1 ( n°. 19 , a°. ) , on en trouvera la valeur appro- 
chée en faisant^ =1,2, &c. jusqu'à ce que l'on rem ontre deux 
résultats consécutifs de signe contraire , ce qui arrivera lorsque 
y = 20, 21 ; de sorte que la valeur dont il s'agit sera 20. 

1 t 

On fera donc y = 20 + - &c. 

u 

De cette manière , la racine négative de l'équation proposée sera 
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ADDITIONS 
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MEMOIRE PRÉCÉDENT. 



J'ai donné dans ce Mémoire une méthode générale pour résoudre 
les équations numériques de tous les degrés ; matière sur laquelle 
on n'avoit encore que des tentatives et des essais. Cette méthode 
ne laisse , ce me semble, rien à désirer : non -seulement elle 
fournit un moyen sûr de reconnoître combien de racines réelles 
positives ou négatives , égales ou inégales , il y a dans une équa- 
tion quelconque ; elle donne encore le moyen d'approcher d'aussi 
près que l'on veut , et le plus qu'il est possible en nombres 
rationnels , de la vraie valeur de chaque racine j et c'est à quoi 
se réduit , si je ne me trompe , tout ce que l'on peut souhaiter 
dans la résolution des équations numériques. 

Ayant eu occasion de penser encore à cette matière , j'ai fait 
de nouvelles réflexions qui peuvent servir à perfectionner et 
simplifier la méthode dont il s'agit dans plusieurs cas ; ce sont ces 
réflexions que je vais exposer ici : elles sont principalement 
relatives aux chapitres II et IH. 

Je conserverai dans ces Additions l'ordre des numéros du 
Mémoire précédent, pour la commodité des citations. 
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ARTICLE PREMIER. 

Sur les Racines imaginaires des Equations. 

REMARQUE P R E M 1 E R E. 

Sur la manière de reconnaître quand toutes les racines d'une 

équation sont réelles. 

iR. J'ai donné dans le n°. 8 des formules générales pour 
déduire d'une équation quelconque , une autre équation dont 
les racines soient les carrés dts différences entre les racines de 
l'équation proposée. Or, si toutes les racines d'une équation sont 
réelles , il est évident que les carrés de leurs différences seront 
tous positifs j par conséquent, l'équation dont ces carrés seront 
les racines, et que nous appellerons dorénavant, pour abréger, 
équation des différences , cette équation, dis-je , n'ayant que 
des racines positives , aura nécessairement les signes de ses 
termes , alternativement positifs et négatifs ; de sorte que , si 
cette condition n'a pas lieu, ce sera une marque sûre que l'équa- 
tion primitive a nécessairement des racines imaginaires. 

29. De plus, comme on sait (voyez les Mémoires de l'Aca- 
démie des sciences de Berlin pour l'année «746, et le premier 
volume des MUcellanea de Turin ) que les racines imaginaires 
vont toujours deux à deux, et qu'elles peuvent se mettre sous la 
forme » + f f/ — — %V — 1 , * et g étant des quantités 
réelles, il s'ensuit que la différence de deux ratiues imaginaires 
correspondantes sera nécessairement de la forme a j3 y/ — 1 3 de 
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sorte que le carré de cette différence sera — 4-** c'est-à-dire 
une quantité réelle et négative. Donc, si l'équation proposée a 
des ratines imaginaires , il faudra nécessairement que l'équa- 
tion des différences ait au moins autant de racines réelles 
négatives qu'il y aura de couples -de racines imaginaires dans la 
proposée. 

C'est ce que j'avois déjà remarque dans le chapitre II; 
mais voici une conséquence qui m'avoit. échappé alors, et qui 
peut être d'une grande utilité dans la recherche des racines 
imaginaires. 

3o. Nous venons de voir que chaque couple de racines ima- 
ginaires de la proposée doit donner au moins une racine réelle 
négative dans l'équation des différences. Or , il est démontré 
( voyez les Mémoires de l'Académie des sciences de Paris pour 
l'année 174^ ) qu'une équation quelconque ne sairroit avoir plus 
de racines positives qu'elle n'a de changemens de signes , ni plus 
de racines négatives qu'elle n'a de successions du même signe. 
Donc , le nombre des racines imaginaires dans une équation 
quelconque ne pourra jamais être plus grand que le double de 
celui des successions do signe dans l'équation des différences. 

5 1 . De-là , et de ce que nous avons dit ci-dessus , il s'ensuit 
que si l'équation des différences a tous ses termes alternative- 
ment positifs et négatifs , l'équation primitive aura nécessai- 
rement toutes ses racines réelles, sinon elle aura nécessairement 
des racines imaginaires. Ainsi on pourra toujours juger , par ce- 
moyen , s'il y a ou non des racines imaginaires dans une équation 
quelconque donnée. 
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REMARQUE IL 

Où Von donne des règles pour déterminer dans certains cas le 
nombre des racines imaginaires des équations. 

01. Soient a, b f c,d, &c. les racines réelles d'une équation 
quelconque , et « + 0 |/ — I , « — & y/ — i , > + i V — I » 
y — f \/ — i | &c. les racines imaginaires; les carrés des diffé- 
rences de ces racines seront 

a — b)\ (a — c)% (a — d)\ &c. . 
° — 0\ (* — </)',&c.(c — d)', &c. 
— 4/S-, — 4/%&C, 

* — 6,+ |l ^ — i )*, — — i)- 

« _ c + /a v / - i ( * - c - n ✓ - i )• 

+ n t/ - i)*, C* — — i» / - O 

&c, 

> — £ + * V — i )*» (> — *> — * ✓ — 1 )* 

> — c + / 1/ — i )•, (y — c — / y/ — O* 
&c. 

* - y + — /) i/— »)", (—>— (18 — 

* — * + (*— f)|/— */, + 0*1/— 
&c. 

lesquels seront , par conséquent , les racines de l'équation des 
différences. 

Soit m le degré de l'équation proposée , qui est égal au nombre 
des racines a , b , c , &c. u + 0 y/ — i , * — /S y/ — i, 
y + * |/ — 1 > > — * V' — 1 ce î u ^ de l'équation des diffé- 
rences sera t 1LLHL il — n ( n ° t 8 ) : soit p le nombre des 
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racines réelles a , b , c, &c. et 2 q celui des racines imaginaires 
— 1,* — & \/ — i,> + JV — — * V — 1 &c « 
en sorte que m = p + a y, il est facile Je voir par la table 
précédente que , parmi les n racines de l'équation des différences , 

•1 . • P (p — 1 ) 1 - n 

il y en aura nécessairement — — de réelles et positives r 

2 

q de réelles et négatives , et 2 q (p + q — 1 ) d'imaginaires. 

53. Qu'on fasse maintenant le produit de toutes ces racines r 

et il est visible que le produit des P ^ P ^ * - racines positives 

sera toujours positif, que celai des q racines négatives sera 
positif ou négatif, suivant que le nombre q sera pair ou impair,, 
qu'enfin le produit des iq{p + q — 1) racines imaginaires sera 
toujours positif; en elTet , ces dernières racines étant deux à 
deux de la forme ( A -H B y/ — i )' , (A — B \/ — 1 )' , leurs 
produits deux à deux seront de la forme (A* + B* )* , et par 
conséquent positifs : donc le produit de toutes ces racines 
ensemble sera toujours aussi positif. 

Doncls produit total sera nécessairement positif ou négatif , 
suivant que q sera pair ou impair. 

Mais le dernier terme d'une équation èst , comme l'on sait 
égal au produit de toutes ses racines avec le signe + ou — suivant 
que le nombre de ces racines ett pair ou impair. 

Donc le dernier terme de l'équation des différences , dont le 
degré est n , sera nécessairement positif, si n et q sont tons 
deux pairs ou tous deux impairs , et négatif si l'un de ces nombres 
est pair et l'autre impair. 

• 

34. Or , si n et q sont tous deux pairs ou impairs , n — q 

sera nécessairement impair , et si n et q sont , l'un pair , et 

l'autre impair, n — q sera nécessairement impair j mais à 

m ( m — 1 ) , 
cause de n = — , et de m = p + a q , on a 

*5 • - - 
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P ( P — 1 ) / \ -i 

n — q — * — - + z </ \P + Ç — O) " e sorte q ue n — 9 

P (P — 1 ) t 

sera toujours pair ou impair, suivant que ■ — le sera. 

Donc le dernier terme de l'équation des difFérences sera néces- 
sairement positif ou négatif, suivant que le nombre ** P ~ 

sera pair ou impair, c'est-à-dire suivant que le nombre des 
combinaisons des racines réelles de la proposée prises deux à 
deux sera pair ou impair. 

55. Supposons, i°. que ce dernier terme soit positif, il fau- 

_ P ip — 1 ) j P 

dra , en ce cas , que — - soit pair ; donc ou = a x, et 

p z= 4 ?, , ou = axet/> = 4* + 1 y d'où ^ s'ensuit que , 

dans ce cas, 1e nombre des racines réelles de la proposée sera 
nécessairement multiple de 4 si camombre est pair, c'est-à-dire 
si le degré de l'équation est pair, ou multiple de 4 p' us 1 si le 
degré de l'équation est impair. Ainsi il sera impossible que l'équa- 
tion ait a , ou 3, ou 6, ou 7 , &c. racines réelles. 

a°. Supposons que le dernier terme de l'équation des différences 

soit négatif, il faudra alors que^-^^ — — soit impair, donc 

P . P — 1 
ou - = a a + 1 et /> = 4 * + a, ou - = a x + 1 , 

a 1 ' 

et p = 4 a + 3 j d'où il s'ensuit que , dans ce cas , le nombre 

des racines réelles de la proposée sera nécessairement multiple 

de 4 plus a si le degré de l'équation est pair , ou multiple de 

4 plus 3 si ce degré est impair! De sorte qu'il sera impossible que 

l'équation ait en ce cas 1 , ou 4 , ou 5 , ou 8 , ou 9 , &c. racines 

réelles. 

j6. Ainsi, par l'inspection seule des signes de l'équation 

des 
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des différences , on sera en état déjuger, i°. si toutes les racines 
de l'équation proposée sont réelles ou nonj a 0 , si le nombre des 
racines réelles est un de ceux-ci : 1,4,5, 8,9, 12 , i3, &c. ou 
bien s'il est un de ceux-ci :s, 3, 6, 7, 10,11, &c. ce qui suffira 
pour déterminer le nombre des racines réelles et des imaginaires 
dans les équations qui ne passent pas le cinquième degré , et 
dans toutes les équations où l'on saura d'avance que les racines 
imaginaires ne sauroient être plus de quatre. 

Peut-être qn'en poussant plus loin celte théorie , on pourroit 
trouver des règles sûres pour déterminer le nombre des racines 
réelles dans les équations de degrés quelconques} les méthodes 
que l'on a proposées jusqu'à présent pour cet objet , étant ou insuf- 
fisantes , comme celles de Newton , Maclaurin , &c. ou imprati- 
cables , comme celles de Stirling et de De Gua , qui supposent 
la résolution des équations des degrés inférieurs. 

REMARQUE II L . 

v - * 

Où l'on applique la théorie précédente aux équations du second, 
troisième et quatrième degré. 

5j. Soit l'équation proposée du second degré, comme 

— A x + B = o , 

l'équation des différences sera du degré - — = 1 j et on trouvera 

par la méthode du n°. 8 que cette équation sera 

w — a — o , 
où l'on aura o =• A* — 4 B. 

Ainsi les racines seront toutes deux réelles ou toutes deux ima- 
ginaires, su'vant que l'on aura A* — 4B > °> ou < 03 et elles 
seront égales lorsque A* = 4 B. 

58. Soit proposée l'équation générale du troisième degré 
* 3 — A + B * — C = o 
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3 7 

l'équation des différences sera ici du degré — = 3 , et on trou- 
vera par la même méthode 

u 3 — au l + b v — c — q y 

a = a (A*— 3 B) 

b = (A*— 3 B )• 

4 (A'- 5 B) (B'-5 AC) - ( 9 C — AB)« 
c = — 

Donc , pour que les racines soient toutes réelles , il faudra que 
l'on ait , 

i°. A a — 3 B > o, 

a 0 . 4 (A* — 3 B ) ( B* — 3 A C ) — ( 9 C — AB) 4 >o. 

51 l'une de ces deux conditions manque , l'équation aura deux 
racines imaginaires. 

Soit maintenant proposée l'équation générale du qua- 
trième degré 

* + B ** — C * + D = o 
dont le second terme est évanoui pour plus de simplicité j le 

4.3 

degré de l'équation des différences sera — = 6 j de sorte que 

cette équation sera 

v* — a w 5 + i v* — c v' + rf w* — e v + f =z o 
où l'on trouvera par la même méthode 
a = — 8B 
b— 22 B* + 8 D 
c = — i8B 3 + 16BD + a6 C' 
d= i 7 B 4 + 24B 1 D — 7-i6D 1 + 3.i6BC* 
e =— 4B — a.ayC'B' — 8.37CD + S.^BD*— a.^B'D 
4<D 3 — a'.^B'D'+é'.S'C'BD + VB'D— 4OB 3 — 3 3 C<. 
Donc , i°. si la quantité 

4 4 D 3 — a 3 . 4* B*D + 4*. 3* CBD + ^B^D — 4CB 3 — 3 s O 
est négative , la proposée aura nécessairement deux racines 
réelles et deux imaginaires $ mais si cette quantité est positive, 

alors 
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alors la proposée aura toutes ses racines réelles ou toutes 
imaginaires. 

Or, toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les 
coefliciens a , b, c, r/, e sont positives; donc elles seront 
toutes imaginaires si le dernier coefficient / étant positif, quel- 
qu'un des autres se trouve négatif. 

Supposons donc le coefficient f positif, en sorte que l'on ait 
4D 5 — a», 4 J B i D a + 4 1 . S'C'BD + ^B'D-^C'B'-^Oo 
et on trouvera que tous les autres coefliciens seront aussi positifs 
fi l'on a en même temps 

B<o, et B 1 — 4 D > o, 
et qu'au contraire quelqu'un d'eux devierfdra nécessairement 
négatif si 

B > o , ou B' — 4 D < o. 
Ainsi, dans le premier cas, les quatre racines de l'équation 
seront toutes réelles, et dans le second elles seront toutes 
imaginaires. ^ 
On pourroit de même trouver les conditions qui rendent les 
racines des équations du cinquième degré toutes réelles, ou en 
parlie réelles et en partie imaginaires; mais comme, dans ce cas, 

5.4 

l'équat''on des différences monteroit au degré— — = 10, le calcul 
deviendroit extrêmement prolixe et embarrassant» 

REMARQUE I 

Sur la manière d'avoir les racines imaginaires des équations. 

Nous avons vu dans la remarque II e que chaque couple 
<Ie racines imaginaires correspondantes * + — 1 , « — j8 |/ — 1 
donne nécessairement dans l'équation des différences une racine 
réelle négative — 4 jS* j d'où il s'ensuit qu'en cherchant les racines 
réelles négatives de cette équation , on trouvera nécessairement 

G a 
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les valeurs de — 4 g 1 , d'où l'on aura celles de /3 , àl'aide desquelles 
on pourra ensuite trouver les valeurs correspondantes de «, 
comme nous l'avons enseigné dans le n°. 17; de sorte qu'on 
aura , par ce moyen , l'expression de chaque racine imaginaire 
de l'équation proposée j ce qui est souvent nécessaire , sur-tout 
dans le calcul intégral. Voici seulement une observation qui peut 
servir à répandre un plus grand jour sur cette théorie , et à dis- 
siper en même temps les doutes qu'on pourroit se former sur son 
exactitude et sa généralité. 

4 1 . Lorsque les parties réelles * , y , &c, des racines ima- 
ginaires 

« + * V — * 9 
« — 0 V— « 1 
y + *. V — 1 , 
>. - / V - » . 

&c. 

«ont inégales tant entr'elles qu'avec les racinesréelles a y b,c, &c. 
il est évident , par la table de la remarque précédente , que 
l'équation des différences n'aura absolument d'autres racines 
réelles négatives que celles-ci : — 4 £*, — 4 &c. de sorte 
que le nombre de ces racines sera le même que celui des couples 
de racines imaginaires dans l'équation proposée. 

Mais s'il arrive que , parmi les quantités « , y , &c. il s'en 
trouve d'égales entr'elles ou d'égales aux quantités a , £ , c , &c. 
alors l'équation des différences aura nécessairement plus de 
racines négatives que la proposée n'aura de couples de racines 
imaginaires. 

En effet , soit a = a. , les deux racines imaginaires 
' ( * — a + fiV — « )',(* — « — * t/ — «)% deviendront — jB* , 
et — iS* , et par conséquent réelles négatives. 

De sorte que si l'équation proposée ne contient , par exemple, 
que les deux imaginaires * -f £ y — 1 , et * — $ y/ — 1 , l'équa- 
tion des différences contiendra , dans le cas de * = a , outre la 
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racine réelle négative — 4 , encore ces deux-ci : — |S* , — £' , 
égales enlr'elles. 

D'où Ton voit que lorsque l'équation des différences a trois 
racines réelles négatives, dont deux sont égales enlr'elles , alors 
la propoi>ée peut avoir ou trois couples de racines imaginaires, 
ou une seulement. 

Si la proposée contient quatre racines imaginaires * -f # •/ — 1 > 
* — J0 V 7 — i,7 + l y> — J> \ / — 1 > alo, *s l'équation des 

différences contiendra d'abord les deux racines réelles négatives 

— 4 , — 4 ensuite si * = a , elle aura encore ces deux-ci : 
— /3*, — ,a' j si > = elle aura de même ces deux autres-ci : 

— /*, — i* j enfin , si on avoit * = > , alors les quatre racines 
imaginaires 

(* — y + (0 — O v 7 — 0', (* — y — — /) / — i)% 

(•-> + (H + /) l/-0*> (*->-(* + 0 /-i)', 
deviendroient 

— — — (I + >)\ - (* + *)'. 

c'est-à-dire réelles négatives, ou égales deux à deux. 

4 2. De-là il C5t facile de conclure , 

i°. Que lorsque toutes les racines réelles négatives de l'équa- 
tion des différences sont inégales enlr'elles , alors la proposée 
aura nécessairement autant de couples de racines imaginaires 
qu'il y aura de ces racines. 

Et , dans ce cas , uommaul — w une quelconque de ces racines , 

on aura d'abord jS = — — : cette valeur étant ensuite substituée 

2 

dans les deux équations (M) du n°. 17, on cherchera leur plus 
grand commun diviseur, en poussant la division jusqu'à ce que 
l'on parvienne à un reste où * ne se trouve plus qu'à la pre- 
mière dimension j et faisant ce rcsîe égal à zéro, on aura la 
valeur de * correspondante à celle de 0 j par ce moyen , chaque 
racine négative — adonnera deux racinet imaginaires * \- jS v — / , 
et * — 0 V — !. 
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a 0 . Que si, parmi les racines réelles négatives de l'équation 
des différences , il y en a d'égales entr'elles , alors chaque racine 
inégale) s'il y en a, donnera toujours, comme dans le cas pré- 
cédent, une couple de racines imaginaires j mais chaque couple 
de racines égales pourra donner aussi deux couples de racines 
imaginaires , ou n'en donner aucune; ainsi deux racines égales 
donneront ou quatre racines imaginaires ou aucune ; trois ra- 
cines égales donneront ou six ou deux racines j quatre racines 
égales donneront ou huit ou quatre racines imaginaires, et ainsi 
de suite. 

45 . Ôr soient , par exemple, — w, et — w deux racines égales 

1/ fi> 

négatives de l'équation des différences, on fera £ = — — comme 

ci- dessus; et substituant cette valeur de j8 dans les équations (II) 
du numéro cité , on cherchera leur commun diviseur en ne 
poussant la division que jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste 
où * ne se trouve qu'à la seconde dimension , à cêuse que la 
valeur de jS est double, comme nous l'avons déjà remarqué dans 
l'endroit cité. 

Ainsi , faisant ce reste égal à zéro, on aura pour la déter- 
mination de * une équation du second degré , laquelle aura , par 
conséquent , ou deux racines réelles ou deux imaginaires. 

Dans le premier cas , nommant ces deux racines *' et *" , on 
aura les quatre racines imaginaires *' -f # \/ — 1 , « — /3 j/ — 1 , 
*" + J8 \S — 1 , *" — # V — 1 ; dans le second cas , les valeurs " 
de * étant imaginaires contre l'hypothèse , ce sera une marque 
que les deux racines égales — w , — w , ne donneront point de 
racines imaginaires dans la proposée. 

44. s'il y avoit dans l'équation des différences trois racines 

1/ ti> 

égales et négatives — «/, — «»,_ w , alors faisant & s= , 
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on poussera seulement la division des équations jusqu'à ce que 
l'on parvienne à un reste où * se trouve à la troisième dimen- 
sion ; de sorte que ce reste étant fait = o, on aura une 
équation du troisième degré en * , d'où l'on tirera , ou trois 
valeurs réelles de * , ou une réelle et deux imaginaires : dans 
le premier cas , on aura six racines imaginaires; dans le second 9 
on n'en aura que deux , les valeurs imaginaires de * devant 
toujours être rejetées comme contraires à l'hypothèse , et ainsi 
de suite. 
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, ARTICLE IL 

Sur la manière d'approcher 3e la valeur numérique des 

racines des équations. 

Os a vu dans le chapitre III comment on peut réduire les 
racines des équations numériques à des fractions continues, 
et combien ces sortes de réductions sont préférables à toutes 
les autres: nous allons encore faire ici quelques remarques, 
pour donner à celte théorie toute la généralité et la simplicité 
dont elle peut être susceptible. 

REMARQUE PREMIÈRE. 

Sur les fractions continues périodiques, 

45. Nous avons déjà remarqué dans le n°. 18 que lorsque la 
racine cherchée est égale à un nombre commensurable,*Ia frac- 
tion continue doit nécessairement se terminer j de sorte que 
l'on pourra avoir l'expression exacte de la racine j mais il y a 
encore un autre cas où l'on peut aussi avoir l'expression exacte 
de la racine, quoique la fraction continue qui la représente 
aille à l'infini. Ce cas a lieu lorsque la fraction continue est 
périodique , c'est-à-dire telle que les mêmes dénominateurs 
reviennent toujours*dans le même ordre à l'infini j par exemple, 
si ou avoit la fraction 

. ' + r+ -. . . • 
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il est clair qu'en nommant x la valeur de cette fraction , on auroit 

x = P + —, 1 
7 + x' 

ce qui donne cette équation : 

q x* — P Ç * — P — Oj 
par laquelle on pourra déterminer il en seroit de même si la 
période étoit d'un plus grand nombre de termes , et l'on trou- 
vcroit toujours pour la détermination de x une équation du 
second degré. Il peut aussi arriver que la fraction continue soit 
irrégulière dans ses premiers termes , et qu'elle ne commence à 
devenir périodique qu'après un certain nombre de termes j dans 
ces cas , on pourra trouver de la même manière la valeur de la 
fraction , et elle dépendra pareillement toujours d'une équation 
du second degré j car soit , par exemple , la fraction 
1 

p + 1 



* 4- — „ 
r + &c. 

nommons toute la fraction x , et y la partie qui est 
savoir : 

r + H— . 

' T r + &c. 

on aura 

1 

* = P + — ■ 1 

y 

d'où l'on tire .y = ■ p — r $ mais l'on = r + — ■ 1 

ce qui donne a y* — rsy — r=oj donc , substituant pour,y sa 
valeur en x , on aura 

5 ( x __p)._ rs(x—p)(i — q{x— p))~ r(i— q{ x — p)Y=0, 
équation qui , étant développée et ordonnée par rapport à * , 
montera au second degré. 

H 
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46. On voit , par ce que noua venons de dire , que le cas 

dont il s'agit doit avoir lieu toutes les fois que , dans la suite des 

équations transformées (a) , (b) , (c), {d) , &c. du n°. 18, il 

s'en trouvera deux qui auront les mêmes racines ; car si la 

racine z , par exemple , de l'équation (c) étoit la même que la 

racine x de l'équation (a ) , on auroit 

1 

» = P + —, 1 
9 + » 

ce qui est le cas que nous avons examiné ci- dessus ; et ainsi des 
autres. Donc , quand on voit que dans une fraction continue 
certain s nombres reviennent dans le même ordre , alors pour 
s'assurer si la fraction doit être réellement périodique à l'iniini , 
il n'y aura qu'à examiner si les racines des deux équations , 
qui ont la même valeur entière approchée , sont parfaitement 
égales, c'est-à-dire si ces deux équations ont une racine 
commune j ce qu'on reconnoîtra aisément en cherchant leur 
plus grand commun diviseur, lequel doit nécessairement ren- 
fermer toutes les racines communes aux deux équations , s'il y 
en a : or , comme nous avons vu que toute fraction continue 
périodique se réduit à la racine d'une équation du second degré, 
il s'ensuit que le plus grand diviseur commun dont nous parlons 
sera nécessairement du second degré. 

a 

Supposons donc qu'on aitreconnu que, parmiles différent es 
équations transformées , il s'en trouve deux qui aient la même 
racine , alors la fraction continue cherchée sera nécessairement 
périodique à l'infini j de sorte qu'on pourra la continuer aussi 
loin qu'on voudra, en répétant seulement les mêmes nombres; 
mais voyons comment on pourra dans ce cas continuer aussi la 
suitedes fractions convergentes du n°. a3 , sans être obligé de 
les calculer toutes l'une après l'autre par les formules données. 
Pour cet effet , nous supposerons que l'on ait en général 

X = X' + ± , X ' = X" + ±, X"= A'" + ~ &C. 
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en sorte que x étant la racine cherchée , a", x" , &c. soient 
celles des équations transformées que nous avons désignées 
ailleurs par y f z t u , &c. et l'on aura 



Donc , faisant comme dans le numéro cité 

l=i L = o 

/' = L' = i 

T = a" /' + / L" = x" L' >....(A) 

/" = k'" r + /' L"' = a'" L" + L' 

/' r = x"7" + r L"" = k iv U" + L' 
&c &c. 
on aura ces fractions convergentes vers * 

L L L r lir 

L ' L' ' L" 9 L " 1 V* 1 

Maintenant l'équation x ta x' + ~ donnera 

x 

XX , — X , K , + 1 = X ' T + 1 ; 

mettons au lieu de x* dans le second membre de celte équation, 

sa valeur x" -f- —31 et multipliant par x" , on aura 
x 

xx'x" = (k«v + i)x° + r = i" x" + r-, 

on trouvera de même , en substituant dans le second membre 
de cette équation x'" -f ~^ * la P lace de 

xx'x"x"' = r'x"' + i\ 

et ainsi de suite. 
Pareillement l'équation x' = x" -f -3 donnera 
x'** = x"*" + 1=L 'v + I/ . 

H A 
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ensuite substituant dans le second membre a'" + -L à la place 

x 

de x" , et multipliant par x" , on aura 

*' x" x"' = (a" L" + L' ) + L" = L'" + L", 
et ainsi de suite. 

D'où il s'ensuit qu'on aura en général, quelle que soit la 
fraction continue , soit périodique ou non , 

xx'x"x'"...;.x* = i< *<+ J 

*' *" x< = L< *« + L«- 

Il faudra bien se souvenir qu'ici et dans les calculs suivans 
les exposans des quantités /, L, représentent des indices, 
et non des puissances. 

48. Cela posé, supposons que l'on ait trouvé , par exemple , 
= , c'est-à-dire que la racine de la (p + r)*— trans- 
formée soit égale à celle de la transformée alors on aura 
aussi ^ + » + I = ^ +, ,*^ + , + * = a^ + '&c. 4/* + " = ^ &c. 



et en général ^ + " + * = ar At + *j donc aussi ^ + ? + 1 = k> 
^ + » + » _ x'* "fe • &c. et en général .^±" !±* = ^±*j de sorte 
que l'on aura 



*f* m + &c. 

Maintenant si on suppose en général e = p + n t -f- », il est 
facile de voir que ies deux équations (B) du numéro précédent 
deviendront 

= /< + /«"•, et 

. . x */*+' x (**+' . . 
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Or, en faisant dans les mêmes équations t = f*, on a 
**'*"....*>*= F s? + J""' 

De plus , à cause de 

= + -^y .✓**=x"f + * &c. 



il est clair que si on fait 

h = 1 H =0 

A' = ^ + ' H' =1 

h" = a' 4 ' 4 "* A' +A H" = *"+*H' \ (C) 

h'" = h" + h' H'" = H" + H'f 

h ir z= + < h'" + h" H"^*"** H"'-f H" 

&c. &c. 

on aura en général 



Donc on aura 

x* + > + + H* **±* + W-ï 

et , à cause de + T — *f ( hyp.) 

+ ' ^ + ^...« /^ * , = H , ^ + H , + , . 
De sorte qu'en faisant ces substitutions dans les deux équa- 
tions ci-dessus , on aura 

(fs* + (H* ** + ,,r + H*-') (H 1 ** + H f -')» 

= /<x" + * + /<-'} et 

(L"*" + L>*-') (rT**** + H*"') (H'** + H T — 1 )* 
= L*x /t + ft + L<-\ 

Dans ces formules et dans les suivantes, les exposons des 
quantités a , h , H , dénotent aussi des indices. 

£9* Or, les équations (D) étant divisées Tune par l'autre, 
donnent 

H h' ** + ' + h'~ l 
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d'où l'on tire *" + r = 



h' — R* * 



Donc , faisant «r = t, on aura x" + * = — ,.. ' T1T — - — , et 

h — ffr .? 

de-là H* *" + * + H» " ■ = hTn *~'~^u* ~ i mais i! est facile 

A — H te 

de voir par la nature des quantités h , h' , A" , &c. H , H', H ', &c. 
que l'on a 

H7i — A'H-i, H"/i' — A"H' =— i , H'"A'" — /»'"H'== i &c. 
d'où Ton aura en général 

h* h*- 1 — h* r-' = ± t 

le signe supérieur ayant lieu lorsque * est un nombre pair , et 
l'inférieur lorsque w est impair. 

Donc , faisant ces substitutions dans les deux dernières équa- 
tions du numéro précédent , on aura 

=i= (rV+l*-») (H'*" + H'-')" = 

b*s (far + LT-') (H'*'* + II" 'T = 

(L«H*-'-Le- 1 H*)^ + L<-'/ 4 * — L«A*-'; 

les signes ambigus dépendant du nombre w, comme nous l'avons 
vu ci-dessus. 

Maintenant , si dans l'équation (E) on fait <r = r, on aura, 

à cause de ** = *"{hyp. ) *" = n^ + H'"' ' d '° Ù ^ 
tire l'équation en jr* 

H* — ~ H,_ ') ^ — = o--.-(F) 

laquelle donne 

A'_ H'" 1 + y/ ((A' - H'" 1 )' + 4 H' h'~ ') 
* - 7W * 

Soit pour abréger 

p - nr ■ h' 

en sorte que l'on ait as P + y/ Q } substituant cette 
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valeur dans les deux dernières équations , on aura 

=t ( p p + p~ 1 + r V Q ) ( H' p + h t - 1 + hv Q)* 

= /CH'-'_ /<-« H») (P + v/QJ + ZC-'V— /«A*-' j 

=b (L"P + 1/*-' + L*y/Q) (H'P + H'"' +HVQ)" 
= L«H T -' — L«-'H') (P+ y Q) + Lf-'A T — L«A.*-'j 

d'où , à cause de l'ambiguïté du radical y/ Q , on tirera quatre 
équations , par lesquelles on pourra déterminer / c , " * , 
L<,L<-\ 

5o. En effet , supposons pour abréger 

r P + = p* 

L" P + |/-' = F M 
H' P + ff- = 
les exposans de/, F , K, dénotant des indices} on trouvera ces 
quatre équations : 

i« H T ^' — H* = 
+ P y/Q) HVQ) '— y/Q) (K T — HVQ)* 

a V Q 

L« H'-' — L«- l H T = 
(F* + LVQ) (K'+HVQ)"-(F*-- LVQ) (K'-HVQ)" 

L ,_. y LCy ., ^ ± CP+v/Q)(F^-LVQ)(K'-HVQ)* 

i v Q 

(P-y/Q)(F *-L* y /Q)(K'-HVQr 

Donc, si on ajoute la première multipliée par A T à la seconde 
multipliée par H* , et de même la troisième multipliée par h w 
à la quatrième multipliée par IL" , et qu'on fasse , pour 
abréger, — H* P + A* = G* 
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on aura, à cause de A* H*"' — H* h"~ l = db i (n°. 4q ), 
(f+/YQ) (G* + RWQ) (K' + H'y/Q)* 

ay/Q 

(f-lWQ) (G»-tTy/Q) (K'-H-y/Q)' 

2 v/Q 

ç _ (F^-t-L^y/Q) (G- + H-y/Q) (K' + HVQ)' . 

a y/Q 

(F*-L*y/Q) (G'-H'y/Q) (K* — tT y/Q)' 

3 y/Q 

f étant = /* + n r + t. 

Ainsi, lorsqu'à l'aide des quantités a'", &c. 

on aura calculé, par les formules (A) et (C), les quanti- 
tés/, /',/", &c. L, L', L", &c. jusqu'à F et L/* , elles quanti- 
tés A, A', A», &c. H, H', H", &c. jusqu'à A T et H', on pourra , 

par les formules précédentes, trouver les valeurs de l* et de L*, 

/e 

c'est-à-dire les termes de la fraction jj , quel que soit l'exposant 

du quantième e ; car pour cela il n'y aura qu'à retrancher /* de t , 
et diviser la différence par r , lo quotient sera le nombre n qui 
entre dans les formules précédentes comme exposant, et le reste 
sera le nombre qui sera par conséquent toujours moindre que r. 

Quoique les formules précédentes renferment le radical y/ Q, 
il est facile de voir que ce radical s'en ira après le développement; 
de sorte que les nombres / c etL« seront toujours rationnels et entiers. 

5l. Au reste, si on vouloit trouver en général l'équation 
du second degré, par laquelle peut être déterminée la racine x 
de l'équation proposée lorsqu'on a/ + ' = /, comme dans le 
n°. 48, il n'y auroit qu'à remarquer que les équations (B) du 
n°. 47 , étant divisées l'une par l'autre , donnent en général 
/« + fi " « 

d'où l'on tire, en faisant t = f*, x 1 * = — ■= fji — ; donc, 

substituant cette valeur de x* 1 dans l'équation (E) du n 9 . 4g , on 

aura 
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aura celle-ci : 

H'CL^-'x— /"-•)■ — (A'— IT-OCI/*"'* — if») 

— L"*)' = o, 

c'est-à-dire 

(irCL"- 1 )* + (/*' — H'"') 1/"' W — A*""' (L")»)*'~ 
(îH , L'—r-+(A , +H , -)(L' , -r+r- | L' , j— a/»— 

H' (/*-■)• + (v— h'-') r— r— A'— o, 

et celte équation sera nécessairement un diviseur de l'équation 
proposée. 

REMARQUE IL 

Où Von donne une manière très-simple de réduire en fractions 
continues les racines des équations du second degré. 

» 

p 

5a. Considérons l'équation générale du second degré 
E'x* — a • x — E = o 
dans laquelle E, E' et • sont supposés des nombres entiers, tels 
que ** + E E' > o , pour que les racines soient réelles 5 cette 
équation étant résolue , donne 

«+ y/Ç.'+EE') 
* — E' 
où le radical peut être pris positivement ou négativement. 
Supposons que la racine cherchée soit positive , et soit a' le 

nombre entier , qui sera immédiatement plus petit que la valeur 

1 

de * , on fera donc x — a' 4- — j et substituant cette valeur ' 

dans l'équation proposée , on aura une équation transformée , 
dont l'inconnue sera x' : or , si après avoir fait la substitution , 
on multiplie toute l'équation par x'* , qu'ensuite on change le» 
signes , et qu'on suppose pour abréger 

= k' E' — • 
E"= E + 2 « — E'x'% 
on aura la transformée E" x' 1 — 2 1' x' — E' = o , 

I 
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i n j » * + ✓ (•" + E'E ) , . 

laquelle donnera x = — - : on cherchera 

té 

donc le nombre entier , qui sera immédiatement plus petit 

que celte valeur de x' , et on fera x' = a." 4- , et ainsi de 
suite. 

Maintenant je remarque que la quantité *'* + E' E", qui est 
sous le signe dans l'expression de x' > devient, en substituant les 
valeurs de t'etdeE", et étant ce qui se détruit, celle-ci »* + E'E , 
qui est la même que celle qui est sous le signe dans l'expression 
de X' t d'où il est facile de conclure que la quantité radicale sera 
toujours la même dans les expressions de x , x', **, &c. 

Donc , si on suppose pour abréger 

B = + E E', 
et qu'on fasse ( le signe < dénote qu'il faut prendre le nombre 
entier , qui est immédiatement moindre ) 

E" =E + a ix'— E' a", k" < 4 •* 

E"'='E" + 2 — E"'*"", A fr < < ." r = *"'E"'— 1"' 

&c. &c. &c. 



» + y/ B 

E' ~ " ' x' 

+ / B ^ . _i 



E" — A "i" ~ 



+ / B _ j_ 

&c. 
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d'où x = a' + -i— 1 

+ m- &c 

Quant au radical v/ B , il faudra toujours lui donner le môme 
signe qu'on lui a supposé dans la valeur de la racine cherchée x. 
On pent observer encore que , comme l'on a trouvé 
1" + E' E" = + E E' = B, 
B — 

on aura E'' = — — — , et de même 




Ainsi on pourra , si on le juge plus commode , employer ces 
formules à la place de celles qu'on a données plus haut , pour 
avoir les valeurs de E", E'" , &c. 

53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime 
la valeur de x , sera toujours nécessairement périodique. 

Pour pouvoir démontrer ce théorème, nous commencerons 
par démontrer en général que , quelle que soit l'équation pro- 
posée ^.on doit toujours nécessairement, arriver à des équations 
transformées , dont le premier et le dernier terme soient de 
signes difterens. En effet , nous avons vu dans le n°. 19 qu'on 
doit toujours nécessairement arriver à une équation transformée 
qui n'ait qu'une seule racine plus grande que l'unité , après 
quoi chacune des transformées suivantes n'aura aussi qu'une 
seule racine plus grande que l'unité ; soit donc 

a ÙT + b u m ~' + c u m ~ % + &c. + k — o, 
une de ces transformées qui n'ont qu'une seule racine plus 
grande que l'unité, et soit 5 la valeur entière approchée de «, 

j 

on fera , pour avoir la transformée suivante , u = * H ce 

Uf 

qui , étant substitué , donnera cette transformée , dans laquelle 
il est aisé de voir que le premier terme sera 

(a «"* + b J"-* + c sT-* + &c. + k) 

1 a 
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et que le dernier sera a. Or , puisque la vraie valeur de u dans 
la transformée précédente tombe entre ces deux-ci : « = * 
et u — oo , entre lesquelles il ne se trouve aucune autre valeur 
de u ( hyp. ) , il s'ensuit qu'en faisant ces deux substitutions 
dans l'équation en u , on aura nécessairement des résultats de 
signe contraire j car il est facile de concevoir qu'il n'y aura , 
en ce cas , qu'un seul des facteurs de cette équation qui pourra 
changer de signe en passant d'une valeur de u à l'autre (n°. 5 ). 
Mais la supposition de u — oo donne le résultat a u m ( tous les 
autres termes devenant nuls vis-à-vis de celui-ci ) , lequel est 
de même signe que le coefficient a ; donc il faudra que la sup- 
position de u = s donne un résultat de signe contraire à a,- 
mais ce résultat est égal à , 

a s m + b s m ~' = c s""* + &c. + B$ 

donc , puisque cette quantité est en même temps le coefficient 
du premier terme de l'équation transformée en w , dont le der- 
nier terme est a , il s'ensuit que cette transformée aura néces- 
sairement ses deux termes extrêmes du même signe. 

Et on peut prouver de la même manière que cela aura lieu à 
plus forte raison dans toutes les transformées suivantes. 

Cela posé, puisque l'équation proposée 

E' x* — i * x — E = o 

* 

donne les transformées ( n°. 5a ) 

E" *" — i t! x — E' = o 
E'" x" % — 3 t"x"— E"at o - 
&c. 

il s'ensuit de ce que nous venons de ^montrer qu'on parviendra 
nécessairement à des transformées , comme 
+ . ( x yy 2 f y x y _ £V — 0 

&c. 

dont les premiers et derniers termes seront de même figne5 
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de sorte que les nombres E>, E> +1 , E> + *, &c. seront tous de 
même signe. Or, on a (n°. 5a ) 

B = («>)' + E*E> +1 » + E» +, E> + '= &c. 

donc , puisque E>, E>+', E> + », &c. sont de même signe , les 
produits E> E> + ' , E>+ ' E> + *, &c. seront nécessairement posi- 
tifs ; d'où il s'ensuit, i°. que l'on aura(i*)'<B,(»> +, ) m <B,&c. 
c'est - à- dire ( en faisant abstraction du signe ) «> < y/ B , 
i>+ ' < ^/ B, et ainsi de suite à l'infini j 2°. qne l'on aura aussi , 
à cause que les nombres E , E', E", &c. sont tous entiers , K* < B , 
E>+' < B, E> +i < B, et ainsi de suite. Donc, comme B est 
donné , il est clair qu'il n'y aura qu'un certain nombre de nombres 
entiers qui pourront être moindres que B et que y/ B ; de sorte 
que les nombres E* # E* + ' , E>+\ &c. i>, *> + ', & c . ne 

pourront avoir qu'un certain nombre de valeurs différentes , et 
qu'ainsi dans Tune et l'autre de ces séries , si on les pousse à 
l'infini , il faudra nécessairement que les mêmes termes reviennent 
une infinité de fois j et , par la même raison , il faudra aussi qu'une 
même combinaison de termes correspondans dans les deux séries 
revienne une infinité de fois ; d'où il s'ensuit qu'on aura néces- 
sairemant , par exemple , 

ou bien, en faisant y -f f = (*, 



et 



E M+1 = E**, 
donc , à cause de 

B = (S y + E" E" + ' = (•*«")• + E* 4 *' E iU+ 
on aura aussi V*'* 1 = E'" 4 "'} mais on a 



et *" + ' = 



+ ✓ B 



donc** + ' = donc la fraction continue sera nécessairement 
périodique (n?. 48). 



54. En effet , on voit par les formules du n°. 5a que si 1 ! 
BT+' = ET , et f+* = S, on aura 



on a 
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et ainsi de suite j de sorte qu'en général les termes des trois 
séries E , E' , E" , &c. i , •' , «" , &c. a' , a" , & c . qui auront pour 
exposant ^ + n r + v , seront les mêmes que les termes précé- 
dens , dont les exposans seront n + v , en prenant pour n un 
nombre quelconque entier positif. 

Ainsi chacune de ces trois séries deviendra périodique , à 
commencer par les termes E' 1 , *** et a/**', et leurs périodes 
seront de v termes , après lesquels les mêmes termes reviendront 
dans le même ordre , à l'infini. 

55» Nous venons de démontrer qu'en continuant la série 
des nombres E, E', E", &c. on doit nécessairement trouver des 
termes consécutifs qui soient de même signe , et qu'ensuite la 
série doit nécessairement devenir périodique : or , je dis que 
dès que , dans la même série , on sera parvenu à deux termes 
consécutifs, comme E> , E> + ' , de même signe, on sera 
assuré que l'un de ces deux termes sera déjà un des termes 
périodiques, lequel reparoîtra nécessairement dans chaque 
période. 

En effet, comme E*, E v+ * , sont de même signe, il est clair 
que la transformée 

( x*y — 2 i> x> — E> = o 
aura nécessairement une racine positive et l'autre négative j de 
sorte qu'elle n'en pourra avoir qu'une seule qui soit plus grande 
que l'unité j donc toutes les transformées suivantes auront néces- 
sairement leurs termes extrêmes de signes diflerens (n°. 53) , 
par conséquent tous les nombres E*, E* + *, E***, &c. seront de 
même signe j de sorte que chacun d'eux sera moindre que B , 
et chacun des nombres , &c. sera moindre 

que y/ B ( numéro cité ). 

56. Or , comme on a B = (t>)* + E> E>+' , il est visible 
que les nombres E>, E* +1 seront ou tous les deux moindres 
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que y/ B , ou que si l'un est plus grand , l'aulre en sera néces- 
sairement moindre j de sorte qu'il y en aura au moins toujours 
un qui sera moindre que y/B. 

Supposons que ce soit E>, je vais prouver que les nombres 
E>, E> + ' , E* +â , &c. &c. seront tous nécessai- 

rement de même signe que le radical y/ B. En effet , puisque les 
racines x' , x" , x'" , &.c. des équations transformées doivent être 
toutes plus grandes que l'unité par la nature de la fraction con- 
tinue , on aura donc aussi x"> > 1 , x> + ' > 1 , et ainsi de suite} 
donc 

1* + y/ B i> + ' + y/ B N 

— J7>+^ — > 1 » ÎTT^I > 1 > &c - 

et comme 

B = («»)' -t- E> E> +1 = (* >4 *')' + E> +1 + ' = &c. 
on aura 

•> + y/ B E> + v/ B E> + * 



+ ' y/ B — E* + â ^ B — i**' 

et ainsi des autres j donc aussi 

E* E* * 1 

v /B-.v > 7-B=J* > '» &c - 

Or , comme »> , i> 1 , &c. sont plus petits que y/ B , il est clair 
que quel que soit le signe de ces nombres i* + ' , &c. les déno- 
minateurs v/B — i y , y/ B — t> + ', &c. seront nécessairement 
du même signe que y/ B j donc il faudra que les numéra- 
teurs E> , E > + ' , &c. soient aussi tous du même signe que y/ B. 

Maintenant supposons pour plus de simplicité y/ B positif, 
en sorte que E*,E* + ', &c. doivent être aussi tous positifs; 
je dis que »>, + <> + ', &c. le seront aussi. Car, soit, 
s'il est possible , 1* = — s ( n étant un nombre positif) , 
comme E* < y/ B ( hy p.) , on aura à plus forte raison E*< y/ B -f » j 

donc — — — — - , sera < 1 , au heu que celte 

y/ B — O y/ B -f- * ' 

quantité doit être > 1 } donc « v doit être positif. Soit ensuite , 

•'il est possible , »> + ' = — »' , comme Ton a, par les formules 
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dun«.52, •> + ■ = \> + 'E> + ' — »>,on aura^'E**' = t*— •'$ 
donc , à cause que t* et «' sont des nombres positifs moindres 
que v/ B , et que est aussi un nombre entier positif, il est 
clair que E*"**' devra être moindre que y/ B i et dans ce cas on 
prouvera, comme ci- devant , que *> + 1 devra être positif, et 
ainsi de suite. 

Si v/ B étoit pris négativement , on prouveroit de la même 
manière que t* , , &c. devroient être négatifs j et même, 
sans faire un nouveau calcul , il n'y aura qu'à remarquer que 
les formules du numéro cité demeurent les mêmes , en y chan- 
geant les signes de toutes les quantités E , E', E" , &c. • , t', f ", &c. 
et du radical {/ B j de sorte qu'on pourra toujours regarder ce 
radical comme positif, en prenant les quantités E, E', E', &c. 
« , f 7 , *", &c. avec des signes contraires, 

5"j. Cela posé, je dis que si deux termes correspondans 
quelconques des suites E>, E"' + ' , E> + *, &c. »>, t> + « , t> + », &c. 
sont donnés , tous les précédens dans les mêmes suites seront 
nécessairement donnés aussi. 

Supposons, par exemple, que E> + 3 et t> + 3 soient donnés 
( on verra aisément que la démonstration est générale , quels que 
soient les termes donnés ) , et voyons quels doivent être les 
termes qui précèdent ceux-ci , en vertu des formules du n°. 52 , 
et des conditions du numéro précédent. On aura d'abord 

donc f> + * = ** + s E** 3 — f> + 3 i 

mais on doit avoir + * < \/ Bj donc il faudra que l'on ait 

On aura de même 

d'où , à cause de t* + • < j/ B , on tirera 



• E> + « 



mais 
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mais il faut , par la nature de la fraction continue , que x> + • soit 
un nombre entier positif} donc il faudra que Ton ait 

!>*»■■ + v/ B > E> + ï $ 

or on a aussi 

— B — ( û+*y s (|/B + + ( v/B — + 
donc v/ B — + i < E> + 3 , savoir: en mettant pour t> + * sa 
valeur ci-dessus, y/ B = *> + 3 E> + 5 + »»+ s < E> +3 } d'où 

> , £J - 

Donc, puisque le nombre *> +î doit être entier, il est clair qu'il 
ne pourra être égal qu'au nombre entier , qui sera immédiatement 
j> + s t. i/ B 

plus petit que ■ +3 j ainsi k> +i sera donné, et de-là î >+ * 

B — ( £> + 4 )• 

le sera aussi ; et comme E> + » = E> + J — , il est clair 

que E> + * sera aussi donné. Maintenant on aura 

fT = E> + ' — + 

et par conséquent , à cause de < y/ B , 

f> +1 + v/ B 

Donc, pour que soit entier positif, tel qu'il doit être , il 
faudra que t> + ' + y/ B > E*"*" 1 ; par conséquent, à cause 
deE> + ' E^ 4 = B — (^ v " , ■ , )^ il faudra que /B — <E> +t , 
ou bien , en mettant pour t y * 1 sa valeur ci-dessus , 
y/ B — + » E> + * + « > + * < E> +1 j 

+ y/ B 

De sorte que le nothbre a> + * ne pourra être que le nombre 
entier , qui sera immédiatement plus petit que la quantité don- 
>■+■ s -4- i/ B 

née \f~- — } donc ce nombre sera donné , et par-là les 

nombres et E> + ' le seront aussi. 
Enfin , puisque E> est (hyp. ) < y/ B , on aura à plus font 

K 



d'où l'on tire *v + * > i. 
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raison «> + V B > E> } et de-là , à cause de E> E> + ' = B — (»>)', 
on aura 1/ B — i> < E> , ou bien , en substituant pour O sa 
valeur trouvée ci-dessus , 

y/ B — a> + ' E> +1 + i> + ' < E>; 

ce qui donne 

->.£^'— : 

Donc le nombre a> +1 ne pourra être que le nombre entier , qui est 

i> + 1 _j. 1/ B 

immédiatement moindre que la quantité donnée £> + ■ . — > 

par conséquent ce nombre sera entièrement donné, et les 
nombres 1* et E* le seront aussi. 

Or, nous avons vu (n°. 53) qu'en continuant les séries 
I>, E> + ', &c. t>, t> + ', &c. il arrivera nécessairement que 
deux termes correspondans , comme E> +/ , t> + ,r , reparoîtront 
après un certain nombre d'autres termes j en sorte que l'on aura, 
par exemple , 

, Donc , par ce que nous venons de démontrer, on aura aussi en 
remontant 

j?y + »+/-t __ e> + '~"', ,>+'+/-• _ t >+/-i 
&c. &c. 

58. De-là , je conclus en général que lorsque dans la série 
des nombres E, E', E', &c. on en trouvera deux consécutifs de 
même signe, celui des deux qui sera moindre que \/ B sera déjà 
nécessairement périodique. 

Ainsi , si dans l'équation proposée 

E'jp* — 2 « x — E = o 

les coefficiens E et E' étoient de même signe, la série seroit 
périodique dès le premier ou le second terme. 
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E 

Si Ton a t = o , en sorte que x = y/ — , alors on 

aura B = EE'j d'où l'on voit que des deux nombres E , E' , le 

plus petit sera moindre que \/ B , et le plus grand sera néces- 

]? 

sairement plus grand que \/ B j donc , dans ce cas , si le nombre — 

hà 

dont il s'agit d'extraire la racine carrée est plus petit que l'unité, 
la série sera périodique dès le premier terme Ej et s'il est plus 
grand que l'unité , la période ne pourra pas commencer plus bas 
qu'au second terme. 

5 9* On avoit remarqué depuis long-temps que toute fraction 
continue périodique pouvoit toujours se ramener à une équation 
du second degré j mais personne , que je sache , n'avoit encore 
démontré l'inverse de cette proposition , savoir : que. toute racine 
d'une équation du second degré se réduit toujours nécessai- 
rement en une fraction continue périodique. Il est vrai que 
M. Euler, dans un excellent Mémoire imprimé au tome XI 
des nouveaux Commentaires de Pétersbourg, a observé que la 
■ racine carrée d'un nombre entier se réduisoit toujours en une 
fraction continue périodique ; mais ce théorème, qui n'est qu'un 
cas particulier du nôtre , n'a pas été démontré par M. Euler , et 
ne peut l'être, ce me semble, que par le moyen des principes 
que nous avons établis plus haut. 

60. Nous avons donné plus haut des formules générales 
pour trouver aisément tous les termes des fractions convergentes 
vers la racine d'une équation donnée , lorsqu'on a reconnu que 
la fraction continue qui exprime cette racine est périodique. 

Or , dans le cas où l'équation est du second degré , et où l'on 
se sert de la méthode du n°. 5a , on pourra , si Ton veut , sim- 
plifier beaucoup les calculs des n 0 '. 48 et suivans , pour trouver 
les termes /* et U de chacune des fractions convergentes 
vers x. 

K a 
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En effet , ayant s? = V-A±J- etx^'= , 

oùt*, E' 4+ ' etE****" sont connues (w étant < r),»l 

.n'y aura qu'à substituer ces valeurs dans les deux dernières 
équations du n°. 48 j et faisant pour abréger 



_ 4. T f - » - - Vf 

+ H-' = K' 



H' « 



H T ^ +T + H J "- ' E'' + ,^ ■*■ , = G* 

en aura 

(T + 4^) ( G " + ff ' B ) ( K ' + W 

sas L« + T + L*-' E' 1 + T + ' + L« v/ B 
d'où, à cause de l'ambiguïté du signe du radical y/ B, on tire 
sur-le-champ 

i( = (r + ^)(O^H^B)(K. + iL^y 

-(r-jg) (c- b) (r-^, B -)' 

(F- + ^-£)(G' + 2 rv,B)(K- + 3;^B)- 

L! = 771 

2 B 

/ étant , comme plus haut , = n + n » + ». 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 77 

6l. On peut aussi remarquer que la valeur de L* peut se 

déterminer par le moyen de celles de / ? . et / { "', sans avoir 

besoin d'un nouveau calcul. 

_ « + y/ B E _ 

En effet , ayant x = — — = ^ + f , et de 

E< 

même x ( = — rrr ?» ° n a " r a P ar l'équation (G ) du n°. 5r. 

y/ 13 — * ç 

E I» B* + J*"' (t/B— ••«) 

t/ B — « ~ L« E« + Lî~ a ( v/ B — t«j 

savoir 

E (L<E< + L«"' Cv/B — •<)) = /<E<(i/B — •) 

+ /«"' (B + • «« — («« + 0 V/B)ï 
de sorte qu'en comparant la partie rationnelle avec la ration- 
nelle , et l'irrationnelle avec l'irrationnelle , on aura 

L <- = "V* *-'<* + ') et 

E 

L e £« _ «< = E — L — 

d'où , à cause de B — 0 ? )' = E« E< + ■ , on aura 

fl (e< — «) + E g+ ' 

L? = E ' 

Or , p étant = /* + n f +" » , on aura 

t « = , E ç+l = E* + * + , j 
de sorte que i ? et E c + 1 seront connus, quel que soit le quan- 
tième p. 

62. Supposons , pour donner un exemple de l'application des 
formules précédentes , qu'on demande la racine carrée de ~ par 
une fraction continue. 

Faisant .t = \/ -y , on aura l'équation 3 x % — 11=05 donc 
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(n°. 5-2 ) E — n , E'= 3i, i = 0} ainsi on fera le calcul 

suivant , en prenant B =33, 

E = 11 « =o 

„, 33 — o , i/33 + o 

E' =-—- = 3, x' <1— g =i, =i.3-o = 3 

V" - 33_ 9 o % o - 1^33 +3 „ 

E = — _ — =8, x < Q =i, =1.8—3=0 

e" = ^=p- 5 = ■ , <r < ^±- 5 =, 0) r = ,o. .-5=5 • 

t-jt "33 — q „ _ t/35 4- 8 

E r = 5=3, ^ < v 11 =2 , ^=2.3—3=3. 
o o 

Je m'arrête ici, parce que je vois que E*" = E' et t r — i'j 
de sorte que j'aurai, dans ce cas, fc = i etr = 4j et par con- 
séquent 



10 + ; I 

1 -f ; 1 

2 + ; 1 

1 H • 

IO + &C. 

6.}. Telle est donc la fraction continue qui exprime la 
valeur de y/ -y-» mais si on veut trouver les fractions con- 
vergentes vers celte valeur , on fera dans les formules du 
n°. 6o , y. — i , v = 4 , et comme doit être < 4 , on fera succes- 
sivement ir =0, 1,2,3. 

On aura donc V = f = ( form. A , n*. 47 ) = 1 , 
/*-• = /= 1 ; f = = 3 , E" + ' = E" = 8 $ donc 
T 7 * = ( n°. 60 ) Jjl + 1 = Y J on trouvera de même L M = 1 , 
F* = Ensuite ou calculera les valeurs de H, H', &c. jus- 
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qu'à H' = R irr par les formules (C) du n°. 48 , et l'on 
trouvera 

H = o 

H' = 1 

% . h" = a"' ir = 10 

H"= H' + H' = u 
H /r = A r H'" + H" = 3a. 

D'où H' = 32 , II' " ' = 1 1 , et de-là K' = H~ + " = aS. 

Maintenant soit , i°. it — o , on aura H T =0 et H*~ 1 = 1 ; 
car il est facile de voir par la nature des formules (C) que le terme 
qui précéderoit H seroit nécessairement = 1 : en efTet,ondoit 
avoir par l'analogie H' = + 1 H + H" 1 ; on prouveroit de même 
que 1# terme qui précéderoit h seroit = o ; donc G' = E***" ' = 8. 
a 0 . Soit * = 1 , on aura H* = 1 , H* " 1 = o ; donc 

G" r = = 1* = 5. 
3°. Soit w = 2 ; donc 

H*=io, H'-'=i, G T =iot'' +3 +i.E' tt+3 = io £ "'+E"'=58. 
4°. Soit v = 3, donc 

H' = 1 1 , H' ~ ' = 10 , et G* = u f 9 + 1 o E r = 63. 

Donc , substituant ces valeurs dans les expressions de et L ç 
du n°. 60 , et multipliant ensemble , pour plus de simplicité , les 

Z'* t/ B 

deux facteurs/" ± , G* ± H* / B , comme aussi les 

deux F" =fc , G* =±= rT y/ B , ce qui donne ces facteurs 

E 

simples 

rG ' + ^ ± (/«H- + ^VB, 
I/ 4 H* B _ F" G*\ , _ 
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on aura les formules suivantes : v 

* 1^5)(.3 + 4y/33) *-( " - y/55) ?>?>)• 

2 y/ 33 ~ 

j tH - = g ± t/53)frS+4|/53)M 3 ~ \/3 5)(.5-f,/33)* 

2 y/ 33 

, + n y/55) ( ?5-f4y/5 5)'-(u - g i/55)(?5-4i/33)« 

2 y/ 33 

L ,^.__(^ + y/35)(25-f4v / 53)'-(6 - y /5 3) (25-4 y/55)» 

2 y 55 

^, (.21 -fou/5") C2^-h4y/ô5)"-Ci a i-m y/53 ) (gg-j y/5.")' 
7 " "~ 2 y/ 5:5 

„^ (65 -4-ii y/55 )(23-f4y/5:-5) --(C5 -1 1 y/33) (-2.5-4 V 7 ^)" 

2 y/ 55 

*.+4- (i324-75y/33)(23^4y / ô3)'- (i5 .-25y/35)(-i3-4y/53)- 
1 2 y/ 55 

IH ^_(fi9 -H n / 33)(23+4y/35)- -(6 0 -i2y/55) ( 2 5-4y/55)' 

2 y/ 53 

au moyen desquelles on pourra trouver la valeur de chacune 

1 r r 0 

des fractions j-, , jp; , j-777 , ccc. convergentes vers la racine 
de V- 

Ainsi, faisant d'abord n = o, on aura les quatre premières 
fractions j faisant ensuite n = 1 , on aura les quatre suivantes , 
et ainsi de suite ; et ces fractions seront ^ 



1-2 21 ï3 $j 

T , 1 > n j uj £ 



9n $r>7 to.'7 « 



Si on vouloit avoir, par exemple , le cinquantième terme de 
cette série, c'est-à-dire la fraction — , il n'y auroit qu'à di- 
viser 5o par 4 , ce qui donne 12 de quotient et 2 de reste j et 

l'on feroit n — 12 j de sorte qu'en développant la puissance 

douzième 
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douzième de a3 =±= 4 \/ 33 , et faisant pour abréger 

M=(a3)« + 66 (33) (4)' (a3)'° + 4 9 5 (33)* (4)' ( 2 3)« 

+ 9 38 (33)' (4)" (aSy + 4 9 5 (33)' (4) 8 (a3)< 

+ 6G(33)' (4)" («3/ + (33)' (4)", 
Ns=ia (4) ( 2 3)" + fl Q0(33)(4) î (a3)« + 792 (53)»(4) 8 (23)' 

+ 79 2 ( 53 )' (4T (»3) 5 + aao (33)' (*i) 9 (a3)' + 1 a (53) s (4)' ' (a3) 
on aura 

(a3=L4 y/ 33)' = M±N y/33-, 

donc y substituant cette valeur dans les expressions de l iH+ *. 
et L 4 ""*"* , on aura, pour la fraction cherchée , 

a M + 11 N 
M + 6 N * 

64. Je vais terminer celte remarque par une observation 
qui me paroît digne d'attention. Lorsque l'équation proposée a 
dos diviseurs commensurables du premier degré, alors les frac- 
tions continues qui représenteront les racines de ces diviseurs 
seront nécessairement terminées j et lorsque l'équation aura des 
diviseurs commensurables du second degré à racines réelles , 
alors les fractions continues qui exprimeront les racines de ces 
diviseurs seront nécessairement périodiques. Ainsi la méthode 
des fractions continues a non -seulement l'avantage de donner 
toujours les valeurs rationnelles les plus approchantes qu'il est 
possible de la racine cherchée , mais elle a encore celui de 
donner tous les diviseurs commensurables du premier et du 
second degré que l'équation proposée peut renfermer. Il seroit 
à souhaiter que l'on put trouver aussi quelque caractère qui pût 
servir à faire reconnoitre les diviseurs commensurables du troi- 
sième, quatrième, &c. degré, lorsqu'il y en a dans l'équation 
proposée ; c'est du moins une recherche qui me paroît très- 
digne d'occuper les Géomètres. 
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REMARQUE III. 
Généralisation de la théorie des fractions continues, 

65. Nous avons supposé dans le chapitre III que les nom- 
bres />, q , r, &c. étoient les valeurs entières approchées des 
racines x , y, &c. mais plus petites que ces racines, c'est-à- 
dire que/>, q, r, &c. étoient les nombres entiers immédiate- 
ment plus petits que les valeurs de x y y t z, &c. cependant il 
est clair que rien n'empêcheroit qu'on ne prît pour p , y , r, &c. 
les nombres entiers qui seroient immédiatement plus grands que 
les racines x,y,z, &c. 

66. Imaginons donc qu'on prenne pour p le nombre entier , 
qui est immédiatement plus grand que x, en sorte que p > jc, 

et p — i < * , il est clair qu'il faudra faire dans ce cas * = p — - , 

c'est-à dire qu'il faudra prendre^ négativement , et comme * <p 

î , , 
et > p — 1 1 on aura - > o et < t , et par conséquent y > î , 

y . . 

comme dans le cas où l'on auroit pris p plus petit que x ( n°. 18 ). 
Ainsi on pourra prendre de nouveau pour q , le nombre entier 
qui seroit immédiatement plus petit que y , ou celui qui 
aeroit immédiatement plus grand, et l'on fera dans le premier 

cas^y = q + et dans le second y = q — - , et ainsi de 
«uite. 

De cette manière on auroit donc 

* = /? =fc - , y = q + ~ , z — r zàz - &c. 
y * x u 

•ce qui donneroit la fraction continue 
x — p dtz - — ; i 

g =*= — . i 

r =fc - 

s &c. 
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où il est bon de remarquer que chacun des dénominateurs q , r, &c. 
qui sera suivi d'un signe — devra nécessairement être = 2 

bu > 2 j car , puisque y > 1 , si on fait y — q — ~ , on 

aura q — - > 1 , donc q > 1 + - j donc , q devant être un 
s s 

nombre entier sera nécessairement = a , ou > 2 ; et ainsi des 

autres. 

07 « J'observe maintenant que ces sortes de fractions qui 
procèdent ainsi par addition et par soustraction , peuvent tou- 
jours facilement se changer en d'autres qui ne soient formées 
que par la simple addition. 

En effet , supposons en général 

a ~! =A+ T 

a , et A devant être des nombres entiers , et t , T des nombre» 

lit 

plus grands que l'unité j on aura donc a — A = - + 7=- j donc, 

t L 

puisque ^ < 1 , et y < 1 , j + y sera < 2 j donc on ne pourra 
supposer que a — A = ï , ce qui donne A = a — 1 j on 
aura donc a — - = a — 1 + -^i donc Y ~ 1 ~~ 7 • 

ct t = t -— 1 ~ 1 + t — 1 9 de sorle c * uon aura cn S én ^ ra * 
«-! = «_, + \- 

t — 1 

et cette formule servira pour faire disparoi tre tous les signes 
dans une fraction continue quelconque. 
Soit , par exemple , la fraction 



# 



1 

q + r &c. 



L a 
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elle deviendra en faisant a = p , et / == y + £ &c. 

+ 7+— — ■ 

* ~ 1 + r &c 

et si Ton avoit la fraction 

i 

9 r &c. 
elle se changeroit d'abord en 

i 

p — i + i 

1 + — 

et ensuite en 

P - • + 7 + 



^ 1 r &c. 



r — i &c. 

et ainsi des autres fractions semblables. Il est bon de remarquer 
qu'il peut arriver que dans ces sortes de transformations quelqu'un 
des dénominateurs devienne nu 1 , auquel cas la fraction de- 
viendra plus simple. 

En effet , supposons que la fraction à réduire soit 

i 

p i 

la transformée sera 

î 

p - ■ + 7+ L. , 



c'est-à-dire 



p — i H : &c. 

i + r 



De même , si l'on avoit la fraction 



r &c. 
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elle se réduiroit à celle-ci 



1 

r, — i + i 

o + 



l 4- 



r — i &c. 



savoir z> — 1 + : i 



r — 1 &c. 
et ainsi du reste. • 

68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus , et qu'on 
peut mettre sous cette forme 

a + - — l . ... i 

1 + — = a + i — — 

t t + x 

fait voir qu'une fraction continue dont tous les termes ont le 

signe -+- peut quelquefois être simplifiée en y introduisant des 

signes — } c'est ce qui a lieu lorsqu'il y a des dénominateurs 

égaux à l'unité j car soit , par exemple , la fraction 

1 + —+ &c. 

• . • * ■ 

elle pourra se réduire par la formule précédente à celle-ci 

p + 1 - rrr &* 

qui a , comme l'on voit , un terme de moins j donc , si l'on avoit 



la fraction 



p + ; 1 

1 + s &c. 



elle se réduiroit à celle-ci 

p + i - 



* ,&c. 



et si l'on avoit celle-ci 

i 

P + * 

i A i 



* &.C. 



DV VjOOQlfc. 



gu 
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on la réduiroil d'abord à 



2 + - 



+ S &c. 



et ensuite a 



1 

+ 1 



+ i &c. 

D'où il est facile de conclure en général que , si on a une 
fraction continue qui n'ait que des signes ■+- , et où il y ait des 
dénominateurs égaux à l'unité, on pourra loujours la changer 
en une autre qui ait autant de termes de moins qu'il y aura de 
pareils dénominateurs , pourvu qu'ils ne se suivent pas immédia- 
tement } car , lorsqu'il y en aura deux de suite , on ne pourra 
faire disparaître qu'on seul terme j lorsqu'il y en aura trois de 
suite, on pourra faire disparoître deux termes; et en général, 
s'il yenaan,<îu2* + ide suite , on ne pourra faire disparoître 
que n ou n + i termes. 

Ainsi, la fraction continue qui exprime le rapport de la cir- 
conférence au diamètre étant , comme l'on sait , 

3 + ri 1 

y + Î5 + l- , 

i + i . 

1 T 3 + &C. 

elle peut se réduire à une autre qui ait déjà trois termes de moins 
et qui sera » 

3 + i— i 

• 5 + &c. 

6q. Pour pouvoir comprendre sous une même forme générale 
les fractions continues où les signes sont tous positifs , et celles 



i 
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où il y a des signes négatifs, il est bon de transformer ces der- 
nières, en sorte que les signes négatifs n'affectent que les déno- 
minateurs j ce qui est très- facile j car ayant, par exemple, la 
fraction 

i 

8 + &c. 

il est clair qu'elle peut d'abord se changer en 



ensuite en celle-ci 
P + 



• + &c 



- 9 + 



— r + 



8 + &C. 



et ainsi des autre*. 

De cette manière , la forme générale des fractions continues 
dont nous venons de parler ci-dessus , sera 

r -+■ &C. 

les nombres p, q , r, &c. étant tous entiers, mais pouvant être 
positifs ou négatifs, au lieu que jusqu'ici nous les avions tou- 
jours supposés positifs. 

Il faut cependant remarquer que , si quelqu'un des dénomi- 
nateurs y, r, &c. se trouve égal à l'unité prise positivement 
ou négativement , alors le dénominateur suivant devra être de 
même signe } c'est ce qui suit de ce qu'un dénominateur positif, 
et égal à l'unité , ne sauroit jamais être suivi du signe — 
(n°.66). 



70. 11 s'ensuit de-lâ que la méthode d'approximation donnée 
dans le chapitre III, peut être généralisée en cette sorte. 
Soit x la racine cherchée , on prendra d'abord pour p la 
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valeur entière approchée de x, c'est-à-dire qu'on fera p égal à 
l'un des deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie 
valeur de .r , et qu'on peut toujours trouver par la méthode 

du chapitre I er j l'on supposera ensuite X = />+-, ce qui 

donnera une transformée eny qui aura nécessairement une racine 
positive ou négative plus grande que l'unité ; on prendra de 
même pour q la valeur entière approchée de y , soit plus grande 

ou plus petite que y , et l'on fera y = q -\ — j et ainsi de suite. 

Si l'équation en x avoit plusieurs racines , on feroit sur les 
transformées en y , en z , &c. des remarques analogues à celles du 
n°. 19. 

Ayant donc 

1* = p + y = ? + î> * = r + i &c 

on aura • 

x = p + 1 

' + fa. 

oùlcsdénominatcursç',/-, &c. pourront être positifs ou négatifs, 
comme nous l'avons supposé ci - dessus j et cette fraction pourra 
ensuite se réduire , si l'on veut , à une autre dont les dénomi- 
nateurs soient tous positifs , et qui ne contienne que des signes + 
'(tf. 6». 

L'avantage de la méthode que nous proposons ici consiste en 
ce qu'on est libre de prendre pour les nombres p, q,r, &c. les 
nombres entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus 
petits que les racines x ,y , z , &c. ce qui pourra souvent donner 
lieu à des abrégés de calcul dont nous parlerons plus bas. 

Au reste , si on veut avoir d'abord la fraction continue la 

plus courte, et par conséquent la plus convergente qu'il soit 

possible , 
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possible, il faudra prendre toujours les nombres p, y, r, &c. 
plus petits que les racines x,j , s, &.c. tant que ces nombres 
seront différens de l'unité j mais , dès que l'on en trouvera un 
égal à l'unité , alors il faudra augmenter le précédent d'une unité , 
c'est-à-dire qu'on le prendra plus grand que la racine correspon- 
dante ; cela suit évidemment de ce que nous avons démontré sur 
ce sujet ( n°. 68 ). 

7 1 • Maintenant , si on fait comme dans le n*. 23 
a sa p a.' -— 1 

fi 1 — * q + \ fi' = *' / 

y = fi r + * y 1 = /r* r + *' 

<r = *5 + /8 f ==>'*+ * 

&c. &c. 
on aura , en ajoutant au commencement la fraction £ qui est plus 
grande que toute quantité donnée , les fractions 

1 * ±_ 2L I_ 9 

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la valeur 
de x. 

Et pour pouvoir juger de la nature de ces fractions , nous 
remarquerons , 

i°. Que l'on aura toujours 

* o — 1 «' = — 1 
A — « f = 1 
y fl' — fi y* = — 1 

d'où l'on voit que les nombres *, 0 , fi' , &c, n'auront aucun di- 
te j8 

viseur commun , et que par conséquent les fractions — , -rr,&c. 

* fi 

seront déjà réduites à leurs moindres termes. 

a°. Que les nombres *, fi y >, &c et &c. pourront 

être positifs eu négatifs j lorsque la valeur de x est positive, les 

M 
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deux termes de chaque fraction seront de même signe , mais ils 

seront de signes différens lorsque la valeur de x sera négative î 

et qu'abstraction faite de leurs signes , ces nombres iront en 

augmentant. 

3°. Que l'on aura, à cause de x = p + -,y^q + - » &c- 

y * 



a 


Y 


+ « 




t 

CL 


y 


0 


m 

m* 


-f- * 




z 


+ *' 


y 


U 


4- J8 


t 

y 


U 


+ Q> 



x — 

x — 
&c. 

J 2» Donc, en général, si t , •", sont trois termes consé- 
cutifs quelconques de la série * , d , y , &c. et ir* , t' , «r%les termes 

correspondans de la sene * , &c. en sorte que -7, —, -7 

soient trois fractions consécutives convergentes vers la valeur 

de x , on aura 

f - T f ' = ± i, et v t' — f ✓ sss- qp 1 , 
les signes supérieurs étant pour le cas où le quantième de la 

fraction est impair , et les inférieurs pour celui où ce quan- 

tième est pair , à compter depuis la première fraction £ j de 
plus , on aura ( abstraction faite des signes ) 

f > », 9 > f, f' > «S et «r' > f '; 

enfin , si on dénote par t le terme correspondant dans la 
série x , y ,z , &c. on aura rigoureusement 

f t ± * 

* 7 77T3' 

Et si * est la valeur entière approchée de t , soit plus grande ou 
plus petite que f , on aura 

r=fi+t, s» f' * + *' 
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7 5» Cela posé, considérons la fraction ~ t et voyons de com- 

f 

bien elle diffère de la vraie valeur de x ; pour cela, nous aurons 
x _f_ _ f * + *■ f f' * _ * i 



donc .r = — 



Ainsi l'erreur sera q= rTTT ~r; » or , si 9 et 9 + i sont les 

f ( t t + « ) 

deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de / , 
il est clair que la quantité t't + w' tombera entre ces deux/ 9+»', 

ett ( 9 -f i ) -f t' , et qu'ainsi Terreur de la fraction — sera ren- 
fermée entre ces deux limites 

1 i 

^f' + etq= f' (*'.(« + 0 + O' 

Or , on peut prendre j& — 9, ou £ = 9 + ijde sorte que l'on 
aura r' = t ' 9 V , ou = f ' ( 9 + i ) -r' - 3 d'où je conclus 
que si, pour distinguer les deux cas, on nomme <r' le dénomma- 

tcur de la fraction qui suit -y , lorsqu'on prend la valeur appro- 
chée de t en défaut , et s' le dénominateur de la même fraction , 
lorsqu'on prend la valeur approchée de t en excès , l'erreur de 

la fraction — r sera nécessairement renfermée entre ces deux 
f 

limites =f et qp 

D'où l'on voit que l'erreur ira toujours en diminuant 
d'une fraction à l'autre , à cause que les dénominateurs f ' , *' 
ou s', &c. vont nécessairement en augmentant. On voit aussi , 
à cause de / > p ' et 2' > t ' , que l'erreur sera toujours moindre 

M 2 
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que =+= 77; ; c'est-à-dire que l'erreur de chaque fraction sera 

moindre que l'unité divisée par le carré du dénominateur de 

cette fraction. D'où il est facile de conclure que la fraction -y 

approchera plus de la valeur de x % que ne pourroit faire aucune 
autre fraction quelconque qui seroit conçue en termes plus 

simples ; car supposons que la fraction — approche plus de x 

que la fraction -~, n étant < t' , comme la valeur de x est 

f f 1 f ç 1 

contenue entre ~ T et —r + -rr ou entre — et — 7 , ilfau- 

f f t t t t 

m ' 

dra que la valeur de — soit contenue aussi entre ces limites : 

n 

donc la différence entre et — devra être < ^- -, mais celte 

f n s 

différence^jrst " f , ™ f , dont le numérateur ne peut jamais 

être moindre que l'unité , et dont le dénominateur sera néces- 
sairement plus grand que f'*, à cause de g ' > n; donc, &c. 

7^' On doit remarquer, nu reste, que si les dénominateurs 
a , j8', >', &c. sont tous de même signe ou de signes alternatifs, 
les erreurs seront alternativement positives et négatives $ de 

• $ y 

sorte que les fractions —,-7, — , &c. seront alternativement 

* p y 

plus petites et plus grandes que la véritable valeur de x, comme 
nous l'avons dit dans le n°. 23 j mais cela cessera d'avoir lieu 
lorsque les nombres /3', &c. ne seront pas deux à deux de 
même signe ou de signes différens j c'est ce qui arrivera néces- 
sairement lorsque , parmi les dénominateurs q , r , s , &c. de la 
fraction continue , il y en aura de positifs et de négatifs , c'est- 
à-dire lorsqu'on prendra les valeurs approchées de x ,y , z , &c. 
tantôt plus grandes, tantôt plus petites que les véritables. 
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"JO. Si , au lieu des fractions convergentes — , &c. oa 

<L ft f 

aimoit mieux avoir une suite de termes décroissans , on remar- 
queroit que -7 — -7 = = -j- > et de même 



*' V * fi 

y % I — ' 1 

7~7 — 77' ^ >' y 

et ainsi de suite j d'où l'on tire , à cause de *' = i , 



J8 l 

-77" = * + 



y I 1 

7 = * + ^7~"77 

' T - * + VJ'-~jT? + *' * 

et en général 

■ f i 1 1 ■ -_t 1 

7 " * + ô? -fT + 7^ " &c - * 77 

Ainsi on aura pour la valeur de * la série * + — i- — + &c. 

y A p p y 

laquelle en approchera doutant plus qu'elle sera poussée plus 
loin; et si après avoir continué cette série jusqu'à un terme quel- 
conque =t —~ , on veut savoir de combien elle diffère encore 
de la véritable valeur de a?, on sera assuré que l'erreur se trou- 
vera entre ces deux limites =fc -V^j et^= j r ^ 7 (n°.73)}desorte 

î 

qu'elle sera nécessairement moindre que — . 

76. U est à remarquer que chaque terme de la série 

" + tV-77 + &c - 



I 
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repond à chaque terme de la fraction continue 

1 

* r &c 

d'où elle dérive j de sorte que la série dont nous parlons sera 
plus ou moins convergente , suivant que cette fraction le sera. 
Or nous avons donné plus haut ( n°. 68) le moyen de rendre une 
fraction continue la plus convergente qu'il est possible ; donc 
on pourra avoir aussi la suite la plus convergente qu'il soit 
possible. 

Ainsi, pour avoir une suite qui soit la plus convergente de 
toutes vers le rapport de la circonférence au diamètre , on 
prendra la fraction continue qui exprime ce rapport j et après 
l'avoir simplifiée comme nous l'avons fait (n°. 68) on la mettra 
sous la forme suivante V 

» + h- ' 



• 6 + 



- '9< + s" + 



— 3 + &c. 

de sorte qu'on aura /? = 3, 7 = 7, r = 1 G , s — — 294 &c. 

donc on trouvera ( n°. 7 1 ) 

a! = 1, $' = 7, y' = 7.16 + 1 .as no, 
f sx n3 x — 294 + 7 = — 33ai5, 

= — 33»i5 X 3 + n3 = — 99532, 
(' = — 99 532 X — 3 — 332 15 = 265371 Slc. 

de sorte que la série cherchée sera 

■ , 1 1 1 _ _ 1 1 o 

+ 7 7-ii3 n5.53ai5 Sîaiâ.g^Sa j></ôi. 365571 &C * 
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REMARQUE I V. 

Où Von propose dijfcrens moyens pour simplifier le calcul des 

fractions continues. 

77. Nous avons trouvé en général (n°. 72) que si ~ et -y 

sont deux fractions consécutives convergentes vers la valeur 

de*, on aura* = ^ - ~ donc, si on substitue cette expres- 

sion de x dans l'équation en x dont on cherche la racine , on 
aura une transformée en / , qui sera nécessairement la même 
que celle /u'on auroit eue par les substitutions successives' 

de p + - à la place de x, de q + - à la place de y , &c. et 
y * 

pour avoir la fraction suivante -p- , il faudra trouver la valeur 

entière approchée de t t laquelle étant nommée k y on aura 

t = h t + w ft ✓ sa h f ' + 

De celte manière , connoissant les deux premières fractions 

— et — , qui sont toujours et - (n°. 71 ), on pourra trou- 

ver successivement toutes les autres, à l'aide de la seule 
équation en x. 

78. Au reste , soit qu'on emploie les substitutions successives 
de p + - à la place de x, de q -1 — à la place de^, &c. soit qu'on 

y z 

fasse usage de la substitution générale de à la place 

f » T 7 

de x , la difficulté se réduira toujours à trouver dans chaque 
équation transformée , la valeur entière approchée de la racine 
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positive ou négative , mais toujours plus grande-que l'unité que 
cette équation contiendra nécessairement ( n°. 70 ). Or , si la 
première valeur approchée p ne convient qu'à une seule racine , 
alors toutes les équations transformées en y, en z, &c. n'auront 
chacune qu'une seule racine plus grande que l'unité j de sorte 
qu'on pourra trouver les valeurs entières approchées de ces 
racines par la simple substitution des nombres naturels (n°. 19). 
Mais si le même nombre appartient à plusieurs racines , les 
transformées auront nécessairement plusieurs racines plus 
grandes que l'unité , soit positives ou négatives , jusqu'à ce que 
l'on arrive à une de ces transformées qui n'ait plus qu'une 
pareille racine $ car alors toutes les suivantes n'en auront plus 
qu'une seule de cette qualité , comme nous l'avons démontré 
dans le numéro cité. 

Avant d'être parvenu à cette transformée , \l arrivera 
souvent que la simple substitution des nombres naturels ne 
suffira pas pour faire trouver les valeurs entières approchées 
dont on aura besoin , parce que l'équation aura des racines qui 
différeront entr'elles par des quantités moindres que l'unité. 
Dans ce cas donc , il semble qu'il faudroit avoir recours à la 
méthode générale que nous avons donnée dans le chapitre 1 er j 
mais, ayant déjà employé cétte méthode pour trouver les 
premières valeurs approchées des racines x de l'équation pri- 
mitive , on pourra se dispenser de faire un nouveau calcul 
à chaque équation transformée j c'est ce qu'il est bon do 
développer. . 

y Q« En faisant usage de la méthode dont nous parlons , on 
trouvera d'abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle 
de l'équation proposée sera renfermée , en sorte qu'entre deux 
limites trouvées , il n'y ait qu'une seule racine ( n°. i3 ). 

Soient a et A les limites de la racine cherchée j l'expres- 
sion * = ' * + donne t = * * ~~, * \ donc la valeur de t sera 

renfermée 



1 
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renfermée entre les limites ~~^~p~~i ~~~^> donc, si ces 

dernières limites diffèrent l'une de l'autre moins que de l'unité , 
on aura sur-le-champ la valeur entière approchée de t -, mais 
si elles différent l'une de l'autre d'une quantité égale ou plus 
grande que l'unité , alors ce sera une marque que la racine 
cherchée t différera des autres racines de l'équation transfor- 
mée en / par des quantités égales ou plus grandes que l'unité ; 
de sorte qu'on sera sûr de pouvoir trouver la valeur entière 
approchée de cette racine , par la simple substitution des nombres 
naturels à la place de / j et la même chose aura lieu à plus forte 
raison dans les transformées suivantes. 

O. La formule / = peut être aussi très-utile pour 

réduire en fraction continue toute quantité x qui sera renfer- 
mée entre des limites données , au moins pour trouver les 
termes de cette fraction qui pourront être donnés par ces 
limites j car nommant , comme ci-dessus, k et A les deux limites 

de jf, on aura 7— et ~ pour celles de/: de sorte 

que , tant que la différence entre ces dernières limites ne sera 
pas plus grande que l'unité , on pourra trouver exactement la 

valeur entière de / : ainsi, prenant £ et ~ ( p étant la valeur 

entière approchée de x ) pour les deux premières fractions , on 
pourra pousser la suite des fractions convergentes , et par con- 
séquent la fraction continue jusqu'à ce que les limites dont 
nous parlons diffèrent entr'elles d'une quantité plus grande que 
l'unité j alors il faudra s'arrêter , parce que les limites données 
x et A ne comporteront pas une plus grande exactitude dans la 
valeur de x. 

Par ce moyen , on n'aura jamais à craindre de se tromper 
en poussant la fraction continue plus loin qu'on ne doit, comme 

N 
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cela arriveroit facilement si , pour avoir cette fraction , on se 
çontentoit de prendre nn des nombres a. ou A , et d'y pratiquer 
la même opération dont on se sert pour trouver la plus grande 
commune mesure , conformément à la manière usitée de réduire 
les fractions ordinaires en fractions continues. 

Pour pouvoir employer cette méthode en toute sûreté , il 
faudroit faire la même opération sur les deux nombres a et a, 
et n'admettre ensuite que la partie de la fraction continue qui 
proviendrait également des deux opérations ; mais la mélhod* 
précédente parait plus commode et plus simplet 

< 

8l. Voyons maintenant d'autres moyens pour simplifier 
encore la recherche des valeurs entières approchées dans les 
différentes équations transformées. Soit 

/• — a r 1 -' + b C— — &c. = o 
une quelconque de ces équations , dans laquelle il s'agit de 
trouver la valeur entière approchée de t , que nous désignerons 
en général par Z*j cette équation étant dérivée de l'équation 
proposée en x, sera du même degré que celle-ci , et aura par 
conséquent le même nombre de racines que nous supposons 
égal à n. 

T* X T 

Or nous avons trouvé en général (n°. 79 ) t — — , ce 

f — sx 

^ x — t • 

qui se réduit à * = — X — = — x ( f — — 1)1 

t r t s \t J 7 

mais -, — — =fc yp, le signe supérieur étant pour le cas 

où le quantième de la fraction - est pair , et l'inférieur pour 

celui où ce quantième est impair ; donc on aura 

J 1 ** 
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Donc , si on dénote par x la racine cherchée , et par x' , x° 1 &c. 
les antres racines de l'équation en * , qui sont au nombre de /z, 
et qu'on dénote de même par t , if , t" , &c. les valeurs corres- 
pondantes de *, on aura 

1 J 



t = 



t' = 



&c. 



Mais on a , comme l'on sait ,a = # + l r + <* + &c. donc 
substituant les valeurs de t" , &c. que nous venons de trou- 
ver , et qui sont au nombre de n — 1, on aura. 

( n — 1 ) 



a = t — 
1 1 



x' 

p' 



1 
+ 



\ 



-, — x'" 



+ &c. ) 



ou 



Or nous avons trouvé ( n°. 73 ) - = * ± , , , , , rr , 

p P ( P ' + » ) 

bien en faisant p' * + = 4 p' , - = * ± 1 — jz , où l'on remar- 

p 4P 

quera que + étant renfermé entre les limites <r' et 2', qui 
sont l'une et l'autre plus grandes que p', la quantité 4 sera 
nécessairement plus grande que l'unité. Donc , faisant cette 
substitution dans la formule précédente , on aura 

( „ _ , ) ^ 



( 



a + 
+ 



+ &c.) 



N a 



Digitized by Google 



roo DE LA RÉSOLUTION 

Mais les quantités x' — x , x — x" , &c. sont données , et ta 
quantité f' va toujours en augmentant j donc , puisque la frac- 
tion ~ est toujours moindre que l'unité , il est clair que cha- 
cune des quantités 

i r 



i ' i 



&c. 



ira nécessairement en diminuant , et que par conséquent la 
somme de ces quantités , qui sont au nombre de n — 1, ira 
en diminuant aussi ; de sorte qu'elle deviendra nécessairement 
moindre que 

Donc on parviendra nécessairement à une équation transfor- 
rnce telle, que sa racine t sera, à 7 près, égale à a + - 



P' 



( a étant le coefficient du second terme pris négativement ) , 
c'est-à-dire que cette racine sera contenue entre les limites 

a + i -r-*— + 7 et a + * —4 i, 

P P 

et la même chose aura lieu à plus forte raison pour toutes les 

transformées suivantes. 

Donc , dès qu'on sera parvenu à une pareille transformée , il 

n'y aura qu'à prendre le nombre entier qui approchera le plus 

( n — 1 ) V 

de la quantité a H ; , c est-a-dire celui qui sera 

r 

contenu entre les mêmes limites 

et ce nombre sera nécessairement un des deux consécutifs, 
entre lesquels se trouvera la vraie valeur de / , de sorte qu'il 
pourra être pris en toute sûreté pour la valeur approchée k 
( n*. 77). Ainsi on pourra continuer l'approximation aussi loin 
qu'on voudra,saus le moindre tâtonnement. 
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$2. Puisque o = * + + t'\ &c. en substituant les valeurs 
de /, f', &c. ( n°. 81 ) on aura 

p' p' S * 

Or soit 

x n — A + B — -- &c. = o 

l'équation proposée j qu'on fasse le premier nombre de celte 
équation égal à X , et il est facile de voir , par la théorie des 

d X 

équations , que la quantité deviendra, en y mettant - à la 

place de x , après la dilTérentiation , 

1 1 1 

+ + + &c. 

L-. x L- x > L- x » 
•p' f p' 

à cause que x , x' , &c. sont les différentes racines de 

„, , „ _ d X n v 

1 équation X = o. Donc on aura a — =±= - - . —, et 

1 • • ( n — 1 ) 1 • 1 
par conséquent la quantité a + ï — - — deviendra 

d X w> 



p"Xd* p' 

Donc , si on fait 

n p'-' — ( n— 1) Af-/+ (n — 2 ) B p-y* — &C. 

K ~ f — A f ' + B r— &c. 

la quantité dont il s'agit sera ; ; par conséquent les 

limites dont nous avons parlé dans le numéro précédent seront 

=fc R — =fc R — »' 

+ ï» 



P' 

Ainsi on pourra trouver ces limites indépendamment de l'équa- 
tion transformée en t., et par le seul moyen de l'équation pro- 
posée en xj ce qui pourra servir à abréger le calcul. 
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. II reste maintenant à yoir comment on pourra rcconnoîtrc 
si la racine t est renfermée entre les limites dont il s'agit j or 
cela est facile dès qu'on connoît les deux nombres entiers consé- 
cutifs 0,9 + i, entre lesquels se trouve cette racine ; car, soit 
a + j et h — - ; les deux limites données , il est clair que , pour 
que t se trouve entre ces deux limites, il faudra que a tombe 
entre les mêmes nombres 0, 9 + i , et même plus près de celui 
de ces deux nombres , dont t approchera davantage. On exami- 
nera donc , i°. si a tombe entre 6 et 9 + 1 j a 0 , cela étant , on 
prendra celui de ces deux nombres dont * approche davantage 
pour la valeur approchée de t , que nous nommerons k , et fai- 
t 

sant / = k + — , on verra si 1 équation transformée en w a une 

racine positive ou négative plus grande que i j si cette seconde 
condition a lieu, on sera assuré que la racine / tombera réelle- 
ment entre les limites * + 7 et a — ~ j et on pourra poursuivre 
le calcul , comme nous l'avons dit dans le n°. 81. 

8 1. On pourroit s'y prendre encore de la manière suivante , 
pour s'assurer si la racine t tombe entre les limites a -j- 7 et x — 
Il est facile de voir par le n°. 81 que la difficulté se réduit 

à savoir si la somme des quantités — - — , — - — &c. divi- 

sée par t' % , est moindre que 7 ; ainsi il ne s'agira que de trouver 
une quantité qui soit plus grande que celte somme , et de voir 

ensuite si cette quantité est moindre que — . 

Or, soient • &c. les racines réelles de l'équation 

proposée , que nous supposerons au nombre de /* , et 

î+4i/-i, e — 4 ✓ — i, 
r + 4 v — * • r — 4' \i — 1 &c 

les racines imaginaires que nous supposerons au nombre de 2 r, 



» 

1 
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en sorte que f* + 2 f = n j comme la fraction — diffère de la 

1 

racine x d'une quantité moindre que — (n°. 70) , il est clair 

que si a est une quantité égale ou moindre que la plus petite 
des différences entre les racines réelles de la même équation , 

chacune des quantités réelles *- , ' &c. sera 

-T — *' A- - *" 
t t 

nécessairement moindre que - , et par conséquent la 

somme de ces quantités, qui sont au nombre de m — 1 , sera 
moindre que — 

f 

Considérons ensuite les quantités imaginaires , lesquelles se- 
ront deux à deux de la forme 



f * 

(*-«) 



de sorte qu'on aura r quantités de la forme 

(7 ~ £ > + * 

t 

or je remarque que , quels que soient les nombres — , Ç et 4 , la 

,...„. -g-o J...... 

(7 - «> + 4 * 

effet , si on considère la quantité . — t > et qu'on fasse, ce 

J T S" 
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qui est toujours possible , y = 4 tang. ? , elle deviendra 
a sin 9 cos 9 sin 2 ? 

4 ~ 

or la plus grande valeur de sin 1 9 est l'unité ; donc , &c. 
Donc , si on dénote par n une quantité égale ou moindre 

que la petite des quantités 4, 4', &c. la quantité — sera né- 
cessairement plus grande que la somme des quantités imagi- 
naires dont nous parlons. 

U — 1 V 

Donc , en général , la quantité 1 sera plus 

grande que la somme de toutes les quantités 
, - &c. 

1- X ' 1 x " 

¥ ¥ 

Donc , si Ton a 

n — 1 f 

FT=-, + " ou < *• 

a et n étant prises positivement , on sera sûr que la racine t 
tombera entre les limites proposées. 

Or , pour avoir les nombres a el n, lorsqu'on ne connoît 
pas d'avance les racines de l'équation proposée , il n'y aura qu'à 
chercher dans l'équation des différences (D) du n°. 8 la limite / 
des racines positives , et la limite — h des racines négatives , 

et on pourra prendre pour & nn nombre quelconque = ou < -j-^, 

et pour n un nombre quelconque = ou < -^—^ j cela suit évi- 
demment de ce que nous avons démontré dans l'endroit cité, 

85. Si l'on avoit ^ _^ ■ + ~ < ± , alors la condition requise 

auroit lieu dès le commencement de la série j de sorte qu'on 

pourroit 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. io5 

pourroit approcher de la valeur de x sans aucun tâtonnement j 
Voici le procédé du calcul. 

Ayant trouvé la première valeur entière approchée de x y 
qu'on pourra prendre plus petite ou plus grande que x à vo- 
lonté j et nommant cette valeur p , on aura les deux premières 

fractions - , -. 

On fera donc, i»,tss t, m* =» O, f =J>j f' = I j et substi- 
tuant ces valeurs dans l'expression de R ( n°. 82 ) , on prendra 

R t' 

le nombre entier qui approchera le plus de ; , c'est- 
à-dire de — R , lequel étant nommé k , on aura la frac- 

tion tL+JL = LL±JL. 

k t' + * k 
2 0 . On fera * — p t t' — \ ^ ? — k p -j- 1 , f ' = Z* , et substi- 
tuant dans R , on prendra le nombre entier qui approchera le 

plus de — -, — , c'est-à-dire de — j — , et ce nombre étant 
nommé k' , on aura la fraction 7 , f , = - ^d^r~r ^ + ~ « 

(• f + T . Ç * + 1 

3°. On fera » = l p + 1 , t' = k t t — k' (k p + 1 ) + />, 
f ' == £ + î , et on prendra la valeur entière la plus appro- 
chée de -—-7- — — ou — r™ — , laquelle étant nommée k", 

f' k k -f l , 

f -{- r 

on aura la fraction WJt . , — ; = &c. et ainsi de suite. 

De cette manière , la valeur de * sera exprimée par la frac - 
tion continue 

+ iEr' + 

T k" + &C, 

©u par les fractions convergentes 

1 P * P ± 1 y .(* I 1 + 1 ) + g x.-. 

O 
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86. Si l'on n'a pas d'abord - + - < î , il n'y aura 

qu'à chercher la fraction continue par la méthode ordinaire, 
jusqu'à ce que l'on arrive à une fraction dont le dénominateur f' 

n i t 

soit tel que l'on ait f ,, ^ _ t + ~ < 7, ou bien jusqu'à ce 

que l'on vienne à une transformée qui soit dans le cas du n°. 83; 
alors on pourra poursuivre le calcul par la méthode précédente. 

Au reste , comme en augmentant toutes les racines d'une 
équation dans une raison quelconque , on augmente aussa dans 
la même raison les différences entre ces racines , il est clair que 

si , dans l'équation proposée , on met^,à la place de x , ce qui 

en augmentera les racines en raison de 1 : les nombres a et n 
qui conviendront à la nouvelle équation , en seront augmentés 
dans la même raison , et par conséquent deviendront f a ety n ; 
donc on pourra faire en sorte que la condition du n°. 85 soit 
vérifiée , eu donnant à f une valeur telle que 

fT=l + fn -. » < * 

Alors on pourra toujours se servir de la méthode du numéro 
cité pour approcher sans tâtonnement de la valeur cherchée 
de x j il faudra seulement diviser ensuite cette valeur par y 
pnur avoir la véritable racine de l'équation proposée : il est 
vrai que , de cette manière , on n'aura plus celte racine expri- 
mée par une simple fraction continue} mais on pourra néanmoins 
en approcher aussi près qu'on voudra ; ce qui suffit pour l'usage 
ordinaire. 

87 • Soit l'équation proposée 

' *' " — A = o ; 
tn sorte que l'on demande la racine n fa " du nombre À. 
Soit , i°. n pair , et = a ot, l'équation aura > comme l'on 
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» n 

sait , deux racines réelles -f y/ A et — y/ A , et « — 2 racines 
imaginaires qui seront exprimées ainsi 

(cos — =i= 6in — 1/ — 0 1/ A 
n n / 

c étant la circonférence ou l'angle de 36o* , et s étant succes- 
sivement = 1,2,3, &c. jusqu'à m — 1 j donc on aura dans 
ce cas ( n°. 84 ) /* = 2 , » = m — 1 , et on pourra prendre 

■ c m c 

A=2V / A,n=sin-X \/ A , à cause que sin - est le plus 

5 c 

petit de tous les sin — j donc la condition du n°. 85 aura lieu si 

1 m — 1 

— + ; = ou < i -, 



2 1/ A — 1 sin - + t/ À 

n 

donc elle aura lieu sûrement toutes les fois que l'on aura 



sin 

n 

Soit , 2 0 . n impair et = 2 m + 1 , l'équation n'aura qu'une 

seule racine réelle t/ A , et elle en aura 2 m imaginaires de la 
forme 

(se . se \ » 

cos — =fc sin — %/ — 1 ) y/ A 

en faisant successivement * = 1 , 2 , &c. jusqu'à m ; donc on aura 

dans Q9 cas p = 1 } f = m, et comme le plus petit des sin — 

n 

. rnc ... , . . 180 0 

est sin = ( a cause de n = 2 m + 1 ; sin — — , on pourra 

prendre n = sin x y' A j de sorte que la condition du 

n 

numéro cité aura lieu ici , si 

m 

= ou < 



ein — x V A 



O 2 
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c'est-à-dire si l'on a 

sin ' 

n 

Donc , lorsque le nombre A ne sera pas au-dessous des limites 
que nous venons de trouver , on pourra toujours , en faisant 
usage de la méthole du n°. 85 , trouver directement et sans 
tâtonnement la racine 7i rrac de ce nombre j et s'il est plus petit 
que ces limites , on pourra toujours le rendre plus grand en le 
multipliant par uu nombre quelconque qui soit une puissance 
exacte du môme exposant n ; en sorte qu'après avoir trouvé la 
racine de ce nombre composé , il n'y aura plus qu'à la diviser 
par celle de son multiplicateur pour avoir la racine cherchée 
de A. 

Au reste , il est bon de remarquer que la valeur de R du 
n°. 81 sera , pour l'équation .r" — A = o, 

n f"~'* 

R = 



f B - Af"' 



88 . Puisque le cas de n == i peut se résoudre par la méthode 
de la Remarque II , nous en ferons abstraction ici j soit donc 

i°. n = 4 , on aura sin — -— = i j donc 

4 

A as ou > 4*. 

a*, n = 6, on aura sin = ; donc 

o 3 

A = ou > 3\4». 

3°. n = 8, on aura sin — — = - — ; doue 

8 a 7 

A = ou > 3 4 .4\ 

et ainsi de suite. 
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De même , si on fait 

- • y/ 3 . 

i*. n = 3, on aura sin = - — jdonc 

A = ou > 43 



V 5 

a\ n es 5 , on aura sin = 72° j et faisant le calcul 

par les logarithmes , on trouvera 

A ^= ou > i3i5, 

et ainsi de Suite. 

89. Supposons , par exemple , qu'on demande la racine 
cubique de 1 7 j puisque 1 7 est > - — — , à cause de 3 \/ 3 > 4 , 

O l -J 

on pourra employer d'abord la méthode du n°. 85. On aura donc 
ici , à cause de n = 3 et A = 1 7 ( n°. 87 ) , 

3 f* 



R = 



î /a* 

r — 17 1 

s 



Or le nombre entier le plus proche de 17 , est 2 ou 3 j de 
sorte qu'on pourra faire à volonté p = a , ou p — 3. 

Faisons p — 2 , et les deux premières fractions seront 7 ; 
donc , 

i°. v — 1 , = o , s = a , f' = 1 , donc 

3.4 

R = g = — t> 

8 — 17 

r ^ 

et le nombre entier qui approche le plus de -, = * 

sera i j donc h = 1 , ce qui donne la fraction ■ ' = 



2 °. *■ = 3 , ^ = i , t = 3 , f ' = 1 , donc R = 
et ; = ~ } le nombre entier qui approche le plus de £ 

F 

étant 2 , on fera*' = 2 , ce qui donnera la fraction -p -p g = }. 
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5°. w sa 3 , V as i , f = 8 , f ' = 3 ; donc 

* - 8' - i 7 .5 3 iJ » et ,' ll " 
le nombre entier qui approchera le plus de cette fraction sera — aj 

donc h" = — - 2 , et la fraction ,,/, "j" \ sera — ^. 

* t + — 5 

4°. t = 8, V = 3, f = — i3, P ' sb — 5j 

&c. 

3 

De cette manière, on aura les fractions convergentes vers / 17 
x 2 I 3 8 — 13 _ 

l\ 7' 7' 5' =T &c * 

et la fraction continue sera 

— 

a + ; 1 

1 + —, 1 



— \a + &c. 
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NOTES. 

L es Mémoires précédens ayant été composés il y a trente ans, 
je n'ai pu les laisser réimprimer sans y ajouter quelques Notes ; 
les unes contiennent des supplémens à diflerens endroits de ces 
Mémoires ; les autres roulent sur les principaux points de la 
théorie générale des équations, et présentent ce qu'il y a de plus 
intéressant et de plus profond dans cette théorie. 



NOTE PREMIÈRE. 

Sur la démonstration du Théorème I. 

IiES deux théorèmes du chapitre I er sont la base de toulo 
la théorie des équations, et doivent être démontrés d'une 
manière rigoureuse et sans rien emprunter de cette même 
théorie. La démonstration que j'ai donnée du premier théo- 
rème ( n°. 1 ) est tirée de la considération des facteurs de 
l'équation , et pourrôit laisser des doutes relativement aux fac- 
teurs imaginaires. Il est vrai qu'en supposant le théorème connu 
sur la forme des racines imaginaires , on est sur que le produit 
de deux facteurs imaginaires correspondans est toujours une 
quantité essentiellement positive, quelque valeur qu'on donna 
à jcj d'où il suit que la différence des signes dans les résultats 
des substitutions de p et q à la place de * , ne peut venir que des 
racines réelles. Mais on doit observer que la démonstration rigou- 
reuse de ce théorème dépend elle -même du théorème qu'il s'agit 
de démontrer j de sorte qu'on ne peut l'employer dans la démons- 
tration de celui-ci. Pour éviter toute difficulté , j'ai cherché à 
démontrer ce théorème par la nature même de l'équation, indé- 
pendamment d'aucune de ses propriétés. 
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Représentons en général l'équation proposée pai P — Q = o, 
P étant la domine de tous les termes qui ont le signe plus, 
et — Q la somme de tous ceux qui ont le signe moins. Sup- 
posons d'abord que les deux nombres p et q soient positifs , 
et que q soit plus grand que /; j si en faisant x = p on a 
P — Q < o , et en faisant x — q on a P — Q > o , il est 
clair que dans le premier cas P sera < Q , et que dans le 
second P sera > Q. Or , par la forme des quantités P et Q , qui 
ne contiennent que des termes positifs et des puissances entières 
et positives , il est évidt nt que ces quantités augmentent néces- 
sairement à mesure que x augmente, et qu'en faisant augmen- 
ter x par tous les degrés insensibles , depuis p jusqu'à q , elles 
augmenteront aussi par des degrés insensibles , mais de manière 
que P augmentera plus que Q , puisque de plus petite qu'elle 
éloit , elle devient la plus grande. Donc il y aura nécessaire- 
ment un terme entre les deux valeurs p et 7, où P égalera Q , 
omrae deux mobiles qu'on suppose parcourir une même ligne, 
et qui , partant à la fois de deux points différens , arrivent en 
même temps à deux autres points, mais de manière que celui 
qui étoit d'abord en arrière se trouve ensuite plus avancé que 
l'autre , doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin. 
Cette valeur de x , qui rendra P égal à Q , sera donc une des 
racines de l'équation , et tombera entre les valeurs p et q. De 
même , si en faisant x — p on avoit P — Q > o , et en faisant 
x — q on avoit P — Q < o , on auroit dans le premier cas 
Q < P , et dans le second Q > P j et en faisant augmenter x 
depuis p jusqu'à q , la quantité Q augmentera plus que la quan- 
tité P, et l'égalera dans un point entre p et q. 

Si les deux nombres p et q étoient négatifs ou un des deux 
seulement , alors prenant un nombre positif r , tel que r + p 
et r + ff soit-nt des nombres positifs , il n'y auroit qu'à trans- 
former l'équation par la substitution de y — r à la place de x\ 
on auroit ainsi une transformée en ^ , dans laquelle les substi- 
tutions de r + p et de r + q à la place de l'inconnue y don- 
neraient 
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neroient par l'hypothèse des résultats des signes contraire^, 
puisque ces résultats sont les mêmes que ceux qui viendroient 
des substitutions de p et q à la place de x dans la proposée. 
Or les nombres r -f p et r + q étant supposés positifs , on 
pourra appliquer à ce cas le raisonnement précédent, et on 
prouvera que l'équation en y aura nécessairement une racine 
réelle comprise entre les nombres r + p et r + q j par con- 
séquent , à cause de * =y — r , l'équation en x aura aussi une 
racine entre p et q. 
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NOTE IL 

Sur la démonstration du Théorème IL 

Ii A démonstration de ce théorème ( n°. 5 ) .suppose ces deux 
propositions , que toute équation peut se décomposer en autant 
de facteurs simples réels qu'elle a de racines réelles , et que 
le facteur restant , si le nombre de ces racines est moindre que 
l'exposant du degré de l'équation , est tel qu'il ne peut jamais 
devenir négatif, quelque valeur qu'on donne à l'inconnue. La 
première proposition a été long- temps admise parles analystes, 
comme un résultat de la formation des équations} et d'Alembert 
est , je crois , le premier qui ait fait sentir la nécessité de la 
démontrer rigoureusement. A l'égard de la seconde, on pour- 
roit la regarder comme une conséquence de la première j mais 
pour ne rien laisser à désirer sur la rigueur, il est bon de la 
démontrer aussi en particulier. 

Représentons en général par ( x" + ) un polinome quelconque 
en x du degré m , tel que 

x m + A + B + C x m ~ s + &c. + V, 
si on change x en a , il deviendra ( a" + ) , et il est facile de 
voir que la différence (x m + ) — (a m + ) de ces deux polinomes 
semblables sera divisible par x — a j car chaque terme du poli- 
nome ( x m + ) , comme N x n , donnera dans la différence les 
termes N ( x" — a" ) ; or on a en général , tant que n est un 
nombre entier positif, 

— a" = (x — a) (*"-' + ax— + a* x*~ 3 + &c. + a""'); 
donc , réunissant tous les quotiens , et les ordonnant suivant les 
puissances de x , on aura 

(or" +) - (a" + ) = (x - c) (*•-• +), 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. u5 
(x*"' -f- ) étant un polinome en x du degré inférieur m — i. 
Ainsi on aura , quelle que soit la quantité a, 

(* m + ) = (* — a) (*"-• + ) + («"+)• 
De la même manière , en prenant une autre quantité quel- 
conque ù t on pourra réduire le polinome (x"'' + ) à cette 
forme , 

(*"-' + ) = (* — *) + ) + (a— 1 *)* 

( x m ~ » + ) étant un autre polinome du degré inférieur m — a , et 
ainsi de suite. 

Maintenant je remarque, que si l'on a l'équation (x m + ) = o , 
et que a soit une des racines de cette équation , c'est-à-dire 
une valeur de x qui y satisfasse , on aura aussi (o" •+• ) = oj 
donc le polinome ( x" -f ) sera alors réductible à la forme 
(x — o) ( x m ~ l + ) , et par conséquent divisible exactement 
par * — a. 

Si, outre la quantité or, il y a une autre quantité b qui satis- 
fasse à la même équation (x n + ) = o, il faudra que cette quan- 
tité , étant prise pour a-, fasse évanouir l'autre facteur (x m ~ ' •+-) , 
et soit par conséquent telle que l'on ait ( b m ~ ' + ) = o. Donc le 
polinome ( x m ~ ' + ) sera réductible à la forme (a; — ?>)(x m ~'+)i 
et par conséquent 011 aura 

(»-+) = (»- a) (x - b) (*" + • + ), 
de sorte que le premier polinome ( x m + ) sera exactement 
divisible par x — o et par x — b, et ainsi de suite. 

Si donc l'équation (x m + ) = o n'a qu'un nombre n moindre 
que m de racines réelles a , b , c , &c. on aura d'abord 
(*■" -f) = (x — a) (x — à) (x — c).... +), 
et le polinome ( x""" + ) ne sera plus résoluble en facteurs 
simples réels. Doue , quelque valeur qu'on donne à x , ce poli- 
nome ne pourra jamais avoir une valeur négative } car s'il y avoit 
une valeur de x qui pût le rendre négatif, comme d'un autre 
côté on peut toujours prendre x assez grand pour que le pre- 
mier terme x m surpasse la somme de te us les autres , il s'ensui- 

P o 
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vroit qu'il y auroit deux valeurs qui, étant substituées pour x 9 
donneroient des résultats de signe différent , et que par consé- 
quent , par le théorème I, il y auroit une valeur intermédiaire h 
qui pourroit rendre ( x m ~" 4- ) — o , et qui seroit ainsi une 
racine réelle de cette équation ; donc on auroit alors 

(*"— + ) = C* ~ h) (x ' + ), 

et le polinome ( x m + ) auroit encore le facteur réel x — h; ce 
qai est contre l'hypothèse. 

Ce polinome (x m ~ a ) sera donc nécessairement d'un degré 
pair , et son dernier terme sera toujours positif ( n°. 3 ) j et 
le polinome ( x n -f- ) aura par conséquent son dernier terme 
positif ou négatif, suivant que le nombre des racines positives 
a , b , &c. sera pair ou impair. 

Non-seulement le polinome (x m ~' > + ) aura toujours une 
valeur positive lorsque l'équation ( x m ~" + ) = O n'a aucune 
racine réelle , mais encore quand elle aura des racines réelles 
doubles ou quadruples , et en général multiples , suivant un 
nombre pair } car alors le polinome aura des facteurs de la 
forme (x — g) tf % 2 r étant un nombre pair; et il est visible 
que cette quantité est toujours positive , quelque valeur réelle 
qu'on donne à x. D'où il s'ensuit que le théorème II a encore 
lieu, pour les racines égales , triples , quintuples , &c. Mais 
comme on a des' méthodes particulières pour les racines égales , 
il suffit de considérer les racines inégales , et d'avoir une méthode 
pour les trouver. 

Au reste , l'esprit du calcul algébrique , qui est indépen- 
dant des valeurs particulières qu'on peut donner aux quantités, 
fait qu'on peut regarder tout polinome ( x" + ) comme formé 
du produit d'autant de facteurs simples x — a y x — b,x — c,&c. 
qu'il y a d'unités dans l'exposant m du degré de ce polinome, 
quelles que puissent être d'ailleurs les quantités a , b , c, &c. 
ce qui donne celte équation identique 

x m + A x m - ' + B x" - 4 + &c. +. V = (*— a) (x— b) (.v— c) 

laquelle doit toujours avoir lieu indépendamment de la valeur de x. 



Digitized by Google 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 117 

C'est uniquement dans cette transformation des polinomes 
que consiste la théorie des équations. On a trouvé diflérentes 
relations entre les quantités a, ô, c, &c. des facteurs, et lés 
coelliciens A, B r C, &c. du polinome ; et ce sont ces relations 
qui constituent les propriétés générales des équations. 

Les facteurs qu'on suppose aux polinomes, qui ne peuvent 
jamais devenir négatifs, sont appelés imaginaires , et les quan- 
tités a, b y c s &c. de ces facteurs sont les racines imaginaires; 
d'où l'on voit que leur nombre est toujours nécessairement pair , 
et que leur produit, qui se trouve égal au dernier terme du poli- 
nome , est toujours positif. 
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NOTE III. 

Sur V équation qui donne les différences entre les racines 
d'une équation donnée , prises deux à deux, 

L a recherche de celte équation , qui est l'objet du problème 
du n°. 8, deviendroit très-pénible si on y employoit la voie de 
l'élimination qui se présente naturellement} mais par les for- 
mules que j'y donne , elle n'a d'autre difficulté que la longueur 
du calcul. Tout se réduit à calculer un certain nombre de 
termes de trois séries , dont la loi est assez simple. 

La première série , celle des quantités A, , A,, A ? , &c. n'est 
autre chose que la série connue pour avoir les sommes des 
puissances des racines par les coefficiens de l'équation donnée, 
et on en a la démonstration dans la Note sixième. La troisième 
série, celle des quantités a, b y c, &c. qui forment les coefficiens 
de l'équation cherchée , est l'inverse de la précédente j elle 
donne ces coefficiens par le moyen des sommes des puissances 
des racines qu'on a par la seconde série a, , a % , er } , &c. Je 
n'avois trouvé que par induction la loi des termes de celle-ci j 
mais on peut la démontrer d'une manière générale. 

Pour cela, il n'y a qu'à considérer la quantité 

ç x _ + (* - (■)' + (* - > y + &c. 

qui, étant développée suivant les puissances de * , devient 

m»'-.A, J - + , -^A, J -- ^^-) ( ;- a) A , J -+&c. 

a • a.o 

Comme ces deux expressions sont identiques , on y peut faire x 
tout ce qu'on voudra. Qu'on suppose donc successivement 
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x — a , /3 , y y &c. et qu'on ajoute ensemble les résultats de ces 
substitutions , on aura 

(* — *)' + (* — y y + &c. + (é — «y + (e — y)' + Sec. 

+ (* — *)' + (> — + &c. 

= m A, — 5 A, A,_, + -i— ^ A. A,_, 

2 

ce qui est évident, puisque , par la notation qu'on a employée , 
on a en général A, = «* + £' + >'+ &c 

Lorsque s est un nombre impair , il est facile de voir que le 
premier membre de cette équation devient nul par la des- 
truction mutuelle de tous les termes j et le second membre 
devient nul aussi de lui-même , en remarquant que l'on doit 
avoir A„. == *° + j8° y° + &c. = m nombre des racines. 

Mais lorsque s est un nombre quelconque pair = 2 /m, le pre- 
mier membre devient égal à 2 a M , suivant la notation des termes 
de la seconde série ; ainsi on aura 

i (L { Sk M — 1 ) 

sta fl = mA aM —a ( iA l A tM _ l -| — — - A, A tft _. 

Comme les termes de cette série se trouvent les mêmes de 
part et d'autre du terme du milieu , qui contient A M A M , en 
réunissant les termes égaux , et divisant par 2 , on aura la for- 
mule générale de la valeur de *« que j'ai donnée dans l'endroit 
cité. 

On pourroit , de la même manière , trouver des formules 
pour les sommes des racines prises deux à deux. Car en consi- 
dérant la quantité 

(x + *)' + (* + •)* + (x + y y + &c. 
on aura par le développement cette expresbion identique 

m x' + s A, x' ~ ' + -^— J A t x'~>+ — A l x T 3 4- & c. 
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Donc, faisant successivement x — *, ,â , y, &c. et ajoutant 
ensemble les résultats , on aura 

a* ( ** + V + >' + Pce. ) 
+ a (* + j8)' + »(• + >)' + a (0 + 7 )' + &c. 

S ( S • 1 } 

= m A, + • A, A,_, + — — — : — - A, A,_ t 

2 

Donc , si on dénote en général par a, , la somme des puissances 
s tm " des racines ajoutées deux à deux , on aura , à cause de 
*' + P + y' + &c. =*= A,, cette expression de a a, 

a a, — (m — a') A, + * A, A,., + * A. A,_, 

+ '(*-0( — ) A, A.., + &c. 
a.o 

Comme * est supposé un nombre entier , il est clair que les 
termes également éloignés des deux extrêmes seront égaux : or 
le dernier terme sera A, A a , mais A, = m\ donc, réunissant le 
dernier au premier , l'avant-dernier au second, et ainsi de suite , 
et divisant par i , on aura , lorsque s est un nombre impair 9 

a, = ( m — a- * ) A, + s A, A t _ , + *( J J"> A. \_ % + &c. 

* ( * — O ( * — a )• • • (— 4~ -) 

+ Ai-i Ai+i 

î • a . o. ......( — — — ) 

\ 2 / 

et lorsque * est un nombre pair , 
«, = ( m - a — ) A, + s A, A,., + - 1 ) A. A,.. + &c. 

S (t - i) a)...(î+x) 

+ - — :— ( a -) . 

i . a . 3 - 

a a 

vSi on détermine par cette formule les termes de la série 

o' 
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a, , a, , «, , &c. et qu'on emploie ces valeurs dans les expres- 
sions des quantités a, £, c, &c. de la troisième série , on aura 
lescocllieiensde l'équaliou,dont les racines seront les n tommes 
+ + &.C. des racines de l'équation donnée , 
prises deux à deux. Cette équation peut être utile dans plusieurs 
occasions. 

Je dois , au reste , observer ici que Waring avoit déjà remar- 
qué dans ses Miscellanea analylica , imprimés en 1763 , l'usage 
de l'équation , dont les racines seroient 

1 1 1 e 

A g <t -— y /3 — y 

pour trouver les limites des racines réelles de l'équation , dont 
les racines sont <t, 18,7, &c. Mais je ne connoissois pas cet 
Ouvrage lorsque je composai mon Mémoire ; d'ailleurs cctle 
remarque n'étant présentée dans l'Ouvrage de Waring que 
d'une manière isolée, seroit peut-être restée long -temps 
stérile sans les recherches dont elle est accompagnée dans co 
Mémoire. • 

Je dois ajouter que le même Auteur a aussi remarqué avant 
moi les caractères qu'on peut tirer des signes de l'équation , 
dont les racines sont les carrés des différences entre les racines 
d'une équation donnée, pour juger des racines imaginaires de 
cette équation. Il avoit dit simplement dans l'Ouvrage cité que 
si cette équation des différences n'a que des signes alternatifs, 
l'équation primitive a nécessairement toutes ses racines réelles ; 
autrement elle en a d'imaginaires j mais il adonné ensuite sans 
démonstration, dans les Transactions philosophiques de l'année 
1763, les conditions qui résultent des équations des différences 
du quatrième et du cinquième degré , pour que les équations 
de ces degrés aient ou toutes leurs racines réelles , ou deux ou 
quatre racines imaginaires ; ce que personne n'avoit encore fait 
pour le cinquième degré. 

Dans les Additions à mon Mémoire , je me suis contenté de 
donner les équations des différences pour le second , le troisième 

Q 
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et le quatrième degré j la longueur du calcul m'a empêché de 
donner celle du cinquième degré ; mais comme elle peut être utile 
dans quelques occasions, je vais la rapporter ici, d'après W aring , 
comme un supplément à la Remarque III de ces Additions. 
Soit donc l'équation du cinquième degré 

x* + Bi' — C x* + D x — E = o, 
l'équation des dill'érences sera 

v x 3 — a v* + b i>" — c v' 4- dtf — e v s — gv* + h v % — »V + * = o , 

dans laquelle 

a — — 10 B 

b ~ 3 9 B 1 + 10D 

c z= — 80 B s — 5o B D — 25 O 

t/= g5 B* 4- 1 24 B 1 D — 95 D* 4- 92 B C* 4- 200 C E 

e = — 66 B s 4- 36o B D* — 196 B 3 D — 1 18 B* O — 260 C* D 

— 6a5 E* — 400 B C E 

/ = 25 B s + 40D 1 — 53C 4 4- 5a B 1 C* — 522 B l D* 4- ig4B'D 
+ 708 B CD + 2 4oB t CE 4- i 7 5oB E m — 9 5oCDE 

g = — 4 B - — 106 B 5 D + 80 B D 1 + 3o8 B 5 D' 4- 102 B C* 
4- 7 B l C — 570CD* — GiaB'C'D — 700 C 3 E 4- 3750DE* 

— 25oo B* E' — 80 B 3 C E 4- 2i5oBCDE. 

h = 4oo D* — 36o B 1 D 3 — i5 B* D* 4- a4 B s D — 8 B 5 C* 

— 45 B' C 4 — 270 O p + 140 B 1 C 1 D 4- 960 B C D' 
4- 1876 C* E* 4- 1000 C D'E — 5ooo BDE'+ 1750 B 3 E' 
+ 4o B 4 CE 4- 6ooBC 3 E — i65oB'CDE. 

i = — 36 B s D* + 224 B 3 D 1 — 320 B D 1 — 4 B 1 C 4 — 27 C 6 
4- 40 C* D 3 — 434 B 1 C* D* + 24 B 4 C» D 4- 198 B C 4 D 

— 5ooo D* E 1 + 45o C 3 DE + 6 2 5o CE 3 — 6 7 5 B 4 E 1 
' + 3 7 5oB l DE*— 3oooBC*E' — 6oB»C 1 E— 3000 BC D'E 

+ 33o B 5 C D E. 
£ = 3ia5 E 4 — 3 7 5o B C E 3 + ( 2000 BD'+ 2?5o O D 

— 900 B 3 D + 825 B* C* 4- 108 B s ) E" — ( 1G00 C D 5 

— 56o B' C D' — 16 B 5 C 3 4- 63o B C 3 D 4- 72 B' C D 

— io8C 5 )E + 256 D 5 — 128 B*D 4 4- i44BC*D 3 4- 16BD 3 

— 27 C 4 D* — ^ B 3 C* D\ 
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La réalité de toutes les racines de l'équation du cinquième 
degré exige donc que la valeur de chacune des quantités 
a , b , c y &c. soit positive j ce qui donne, comme l'on voit, 
dix conditions : mais il est possible que quelques-unes de cei 
conditions se trouvent renfermées dans le système des autres; 
ce qui en diminueroit le nombre , comme nous l'avons vu pour 
le quatrième degré. Si toutes ces conditions n'ont pas lieu à 
la fois , alors l'équation aura nécessairement deux ou quatre 
racines imaginaires , suivant que la quantité k aura une valeur 
négative ou positive. Mais si cette quantité étoit nulle , l'équa- 
tion auroit deux racines égales ; elle en auroit trois égales , si 
la quantité i étoit nulle en même temps, et ainsi du reste. 
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NOTE IV. 

Sur la manière de trouver une limite plus petite que la 
plus petite différence entre les racines d'une équation 
donnée. 

T i A détermination Je cette limite est nécessaire pour pouvoir 
former une suite de nombres , dont la substitution successive 
fasse connoîlre d'une manière certaine toutes les racines réelles 
de l'équation proposée ( n°. 6 ). Le moyen le plus direct d'y 
parvenir , est de calculer , comme nous l'avons proposé , l'équa- 
tion même dont les racines seroient les différences entre celles 
de l'équation donnée , et de déterminer ensuite , par les mé- 
thodes connues , la limite de la plus petite racine de celte 
équation. Mais, pour peu que le degré de l'équation proposte 
soit élevé , celui de l'équation des différences monte si haut , 
qu'on est effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trou- 
ver la valeur de tous les termes de cette équation , puisque le 

degré de la proposée étant m, ona m { m ^ l _J coe Qj c i ens 4 

calculer , et que , pour employer les séries du n°. 8 , il faudroit 
en tout calculer 2 m (m — 1 ) termes. 

Comme cet inconvénient pourroit rendre la méthode générale 
presque impraticable dans les degrés un peu élevés , je me suis 
long-temps occupé des moyens de l'affranchir de la recherche 
de l'équation des différences} et j'ai reconnu, en effet, que 
sans calculer en entier cette équation, on pouvoit néanmoins 
trouver une limite moindre que la plus petite de ses racines; 
ce qui est le but principal du calcul de cette même équation. 
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En effet , soit l'équation proposée en x 

a" — A x m ~ l + B x'"* — C x n ~ s + &c. = o 
que je représenterai pour plus de simplicité par X = o j qu'on 
en forme cette équation en u du degré m — 1 

Y + Z u + V w l + &c. + = o 

dans laquelle 

Y = mx"*-'— (m— s) A* m "' + (/n — 2) — &c. 

z = m(m-i) ^ m _,_ (m-,) (m-,) ^ ^ + &c< 
2 1 

v = "("-OJ^jO x -> _ &c . 

a. 3 

savoir, Y = X', Z = — , V = ^ &c. 

• 2 2.3 

X', X", X'" , &c. étant les fonctions dérivées de X, ou les coefïï- 

. </X rf*X rrX 

ciens différentiels - — , -y— , - r .,- tkc. 

a J? a j; « *' 

On a vu dans le problème du n°. 8, que si on substitue dans 
cette équation en w, à la place de x, une quelconque des ra- 
cines de l'équation X — o , elle aura alors pour racines les 
différences entre cette racine et toutes les autres racines de la 
même équation. Donc si on y substitue successivement les m 
racines de l'équation X = o, on aura m équations en m, dont 
les racines seront toutes les différences possibles entre les 
racines de l'équation proposée j par conséquent , il ne s'agira 
que de trouver une quantité plus petite que la plus petite 
racine de chacune de ces m équations. 

Donc , si on fait u = - , ce qui changera l'équation en u en 
celle-ci 

z V 1 

Y + — + — + &c. + = o 

ou bien en multipliant par i n ~ l , et divisant par Y, 

+ y im ' % + y i "~ 3 + &0, + Y = 0 
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tout se réduira à trouver une limite plus grande que la plus 
grande des racines de cette dernière équation , en supposait 
qu'on y substitue successivement pour x chacune des m racines 
de l'équation proposée } car cette limite étant trouvée , si on 

la nomme L, il est visible que y- sera la limite cherchée plus 

petite que chacune des racines m. 

Or on sait (n°. 12 ) que le plus grand coefficient des termes 
négatifs d'une équation , pris positirement et augmenté d'une 
unité , est plus grand que la plus grande de ses racines posi- 
tives. Ainsi , pour avoir la limite L, il n'y auroit qu'à trouver 
la plus grande valeur négative qui pourroit résulter de la substi- 
tution des racines de l'équation X = o à la place de x dans les 
Z V 

coefiieiens y, y, &.c. de l'équation eu i , ou une quantité plus 

grande que cette valeur. 

Si ces coefiieiens ne contenoient que des puissances de x sans 
dénominateur , on pourroit résoudre la question en substituant 
à la place de x dans les termes positifs une limite plus petite 
que la plus petite des valeurs positives de x, et dans les termes 
négatifs une limite plus grande que la plus grande de ces va- 
leurs; car il est visible qu'on auroit , par ce moyen, des quantités 
négatives plus grandes que les valeurs négatives que chaque 
coeflicient pourroit recevoir par la substitution de chacune des 
racines positives de la proposée en x j et pour avoir égard aux 
racines négatives de la même équation , il n'y auroit qu'à chan- 
ger dans les expressions des mêmes coefiieiens .r en — x , et 
substituer ensuite dans les termes positifs une valeur de x plus 
petite que la plus petite racine négative de cette équation , 
prise positivement , et dans les termes négatifs une valeur de x 
plus grande que la plus grande de ces racines. 

La plus grande des quantités négatives trouvées de cette 
manière , prise positivement et augmentée de l'unité , pourroit 
sans scrupule être employée pour la limite cherchée h. 
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Toute la difficulté vient donc du dénominateur Y, qui con- 
tient aussi l'inconnue x. J'avois proposé autrefois de prendre 
pour Y une valeur plus petite que chacune de celles qui pour- 
roient résulter de la substitution des racines de l'équation X = o 
à la place de x j mais la difficulté étoit d'avoir cette limite j et il 
ne paroît pas possible de la trouver autrement que par l'équation 
même , dont les différentes valeurs de Y seroient racines. Pour 
avoir cette équation, on feroit Y = y , et on élimineroit x au 
moyen de l'équation X = o , et de celle-ci y — Y = o ; 
l'équation résultante en y seroit de rri cmo degré , et la limite 
plus petite que la plus petite de ses racines acroit la quantité 
, qu'on pourroit prendre pour Yj mais cette équation en y peut 
encore être fort longue à calculer , soit qu'on la déduise de 
l'élimination , soit qu'on veuille la chercher directement par la 
nature même de ses racines. 

J'ai fait réflexion depuis , qu'on pouvoit toujours éliminer 
l'inconnue x du polinome Y, en le multipliant par un polinome 
convenable du même degré m — 1 , et en faisant disparaître , 
au moyen de l'équation X = o, toutes les puissances de x plus 
hautes que x m ~\ 

En effet , si on prend un polinome tel que 

+ a + b x"' 3 + c x n ~* + &c. 

que nous nommerons | pour abréger, et dans lequel les coeffr- 
ciens a , c, &c. soient arbitraires et qu'on multiplie le poli- 
nome Y par celui-ci , on aura un polinome du degré i m — a. 
Or l'équation X = o donne d'abord la valeur de x m , et avec 
cette valeur on pourra former, en multipliant successivement 
par x , et substituant à mesure la valeur de toutes les puis- 
sances de x supérieures à x m ~ % jusqu'à x* m ~*. On substituera 
donc ces valeurs dans le polinome Y % , et il s'abaissera à la 

puissance m 1 ; on fera alors disparoîlre tous les termes qui 

contiennent x en égalant à zéro chacun de leurs coefficiens; ce 
qui donnera m — 1 , équations linaires en a , b , c , &c. et qui 
serviront à déterminer ces inconnues , dont le nombre est au?/i 
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m — i j nommant K le terme ou les termes restant et tout 
connus , on aura Y % = K , et par conséquent Y = — . 
L'équation en i deviendra , par cette substitution, 

Z 5 V £ 

et comme les coefficient -jt 1 , - - - , &c. ne contiennent plus 

que des puissances de x sans dénominateur, on pourra y appli- 
quer la méthode proposée ri-dessus , et trouver une limite L 
plus grande que la plus grande des valeurs de i. 

On pourra réduire aussi les polinomes Z £, V £, &c. à ne con- 
tenir que des puissances de x moindres que x m ~ 1 par les mêmes 
substitutions des valeurs de x n et des puissances supérieures 
à x m . Cette réduction n'est pas absolument nécessaire , et on 
peut sans inconvénient employer les polinomes tels qu'ils ré- 
sultent de la multiplication de Z, V , &c. par % j mais elle est 
utile pour simplifier le calcul et avoir une limite L plus rap- 
prochée. 

Il est bon de remarquer encore que , comme les valeurs 
de u qui représentent les différences entre les racines de 
l'équation proposée , peuvent être également positives et néga- 
tives , les valeurs de i pourront l'être aussi, puisque nous avons 

fait u = j j d'où il s'ensuit que la limite des valeurs positives 

de » le sera aussi des valeurs négatives prises positivement, et 
réciproquement celle des plus grandes valeurs négatives prises 
positivement le deviendra des plus grandes positives. 

On pourra donc dans l'équation en i prendre également * po- 
sitif ou négatif, et par conséquent prendre le second, le qua- 
trième , le sixième , &c. termes de l'équation en i avec des 
signes contraires , si , de cette manière , il en résulte pour L une 
Jimile moindre. 

Ayant 
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Ayant ainsi trouvé la limite L , on aura — pour la limite plus 

petite que la plus petite différence entre les racines de l'équation 

proposée , et on pourra faire s = — (n°. 6) pour avoir la suite 

A i a i,3 a, &c. des nombres dont la substitution successive 
fera connoître sûrement toutes les racines réelles de la même 
équation , et donnera leurs premières limites. 

Si la quantité K étoit nulle , on auroit pour L une quantité 

infinie j et la limte — deviendroit zéroj ce qui indiqueroit l'égalité 

de deux ou plusieurs racines dans l'équation proposée. En effet , 
s'il y a deux racines égales, il est clair qu'il y aura une des valeurs 
de u qui sera nulle j donc le dernier terme Y de l'équation 
en u deviendra nul, en y substituant pour x une des racines 
de l'équation X = o } donc cette équation aura lieu en même 

d X 

temps que l'équation Y = o, c'est-à-dire X' = o ou -r— = o j 

ce qui revient à ce que l'on sait depuis long-temps. Donc 
l'équation résultante de celle-ci par l'élimination de x , aura 
lieu aussi. Or il est facile de voir que cette équation n'est autre 
•chose que l'équation K = o ; car , puisque le produit Y g de- 

K 

vient = K par le moyen de l'équation X = o , on aura Y = — , 

et par conséquent l'équation Y = o donnera K = o. 

Lorsqu'on sera assuré par-là que l'équation en x a des racines 
égales , on les trouvera en cherchant le commun diviseur des 
équations X sa o et Y = o (n°. i5); ensuite l'équation en i 
donnée ci-dessus étant multipliée par K et divisée par Z % , 
deviendra , à cause de K = o , 

»— V+ y + &c * + Y = 0 

à laquelle on pourra appliquer la même méthode pour trouver 
une limite plus grande que les valeurs de *' , et ainsi de suite. 

U 
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Au reste , comme avant d'entreprendre la résolution d'une 
équation par quelque méthode que ce soit , il est toujours 
nécessaire de s'assurer si elle a des racines égales, parce que 
ces racines peuvent se déterminer à part d'une manière rigou- 
reuse , on voit que le calcul de la quantité K est indispensable 
lorsqu'on ne calcule pas l'équation des différences ; car l'équa- 
tion K = o est proprement celle que l'on trouve par les méthodes 
ordinaires , lorsqu'on cherche les conditions de l'égalité des 
racines. Ainsi à cet égard la méthode que nous proposons 
n'alonge point le calcul nécessaire pour la résolution des 
équations. 

La quantité K étant connue , tout se réduit à chercher une 

quantité égale ou plus grande que la plus grande valeur néga- 

Z P \ £ £ 
tive des quantités - , — &c. , coefficiens de l'équation 

en »; pour cela, on substituera à la place de x une quantité 
plus petite que la plus petite des racines positives de l'équa- 
tion X = o dans les termes positifs de ces coelficiens , et une 
quantité plus grande que la plus grande de ces racines dans les 
termes négatifs j ensuite , ayant changé dans ces mêmes coef- 
jiciens x en — x , on substituera de même dans les termes 
positifs une quantité plus petite que la plus petite des racines né- 
gatives, et dans les termes négatifs une quantité plus grande que 
la plus grande des racines négatives de la même équation , en pre-/* 
riant ces racines positivement. Le plus grand résultat négalix' 
qu'on aura de cette manière , étant pris positivement et augmenté 
de l'unité , donnera la valeur de la limite L , que l'on cherche. 

Pour avoir ces quantités plus grandes et plu6 petites que les 
Tacines de l'équation X = o, on pourroit prendre tout de suite 
le plus grand coefficient des termes négatifs de cette équation , 
augmenté de l'unité, pour la quantité plus grande que ses 
racines positives j ensuite , après avoir changé dans la même 

équation * en - , et fait disparoître par la multiplication les 
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puissances négatives de x, on prendroit de même le plus grand 
coefficient des termes qui seroient de signe différent du pre- 
mier, et l'unité divisée par ce coellicient augmenté de l'unité, 
seroit la quantité plus petite que les mêmes racines. A l'égard 
des racines négatives, on changeroit dans l'équation x en — x 
pour les rendre positives , et on trouveroit de la même manière 
les quantités plus grandes et plus petites que ces racines. 

Mais , quoique les limites qu'on trouvera par celte méthode 
soient toujours exactes , elles peuvent néanmoins être trop 
éloignées entre elles j ce qui auroit l'inconvénient de donner pour 
la limite L une quantité trop grande , et par conséquent pour 
la différence a des termes de la suite une quantité trop petite : 
d'où résulteroit un trop grand nombre de substitutions succes- 
sives à faire dans l'équation proposée pour en découvrir toutes 
les racines (n°. 6 ). 

Il est donc utile d'avoir des limites plus resserrées , et on 
pourra les trouver par la méthode exposée dans le n°. 12. 
Suivant l'esprit de cette méthode , il ne s'agira que de chercher 
d'abord une valeur de x qui rende positives les valeurs des 
fonctions X , X', X", &c. ce qui n'est pas difficile en commen- 
çant par la dernière , où x n'est qu'à la première dimension , 
et remontant successivement à celles qui précèdent. Cette 
valeur sera la limite plus grande que toutes les racines posi- 
tives de l'équation X = o. Pour avoir ensuite une limite plus 
petite que ces racines, on transformera la fonction X, en y 

substituant - à la place de x , et la multipliant par x m pour 
x 

faire disparoître les puissances négatives j et si le terme où est 
x" se trouve négatif, on changera tous les signes pour le rendre 
positif. On prendra cette nouvelle fonction pour X , et en ayant 
déduit les fonctions X', X", &c. on cherchera de nouveau la 
valeur de x, qui rendra toutes ces fonctions positives. L'unité, 
divisée par cette valeur , donnera une limite plus petite que 
toutes les racines positives de la même équation X = o. Enfin 

li 2 
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on changera dans ces deux séries de fonctions x en — .y, en 
changeant en même temps tous les signes si la plus haute puis- 
sance de x se trouve affectée du signe — ; et les valeurs de x 
qui les rendront toutes positives seront les limites plus grandes 
et plus petites que les racines négatives de la même équation 
prises positivement. 

Pour donner un exemple de la méthode que nous venons 
d'exposer, nous l'appliquerons à l'équation 

x 1 — 7 x + 7 = 0, 
que nous avons résolue dans le n°. 27. 

On aura donc ici 

X = x* — 7 * + 7, . 
et les fonctions dérivées seront 

X' = 5 **— 7, X"=6x, X"'=G, X"-=oj 
donc 

X" 

Y = X' = 3 x* — 7 , Z = — sas 3 x, 

2 

v X "' 

et l'équation en u sera du second degré. 

On prendra pour £ le polynôme indéterminé du second 

degré 

x 4 + a x + b, „ 
et en le multipliant par le polynôme Y , on aura 

Y £ c= 3 x* + 3 a x 1 -f (3 ù — 7 ) x* — 7 a x — 76. 
Mais l'équation X == o donne x 5 = 7 x — 7; donc x 4 = 7 x* — 7 x. 
Faisant ces substitutions , on aura 

Y£= (3 b + x4) x* + (140 — 21) x— ai a — 7 
On fera donc 

5 b + 14 ss o, 14 a — 21 = o, — 21 a — 7 b = K; 
d'où l'on tire 

* = — et K = |. 
Ainsi , puisque la quantité K n'est pas nulle , on en conclura 
d'abord que l'équation n'a pas dVe racines égales. 
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. „ 5 s 1 î 
Maintenant on aura g = x* H — , 

2 O 

et de-là , en multipliant par Z = 3 x , et substituant pour x 1 sa 

valeur , % 
_ qx* 

Z Ç = + 7 x — 2ï ; 

2 

■ 

de sorte que les deux eoefficiens de l'équation en i seront 
27 x* + ki x — 126 6 x* 4- 9 x — 28 

K ' Ct K J 

et il ne s'agira plus que de trouver une quantité égale ou plus 
grande que la plus grande valeur négative que ces eoefficiens 
puissent avoir sans connoître les valeurs de x : or c'est à quoi 
on peut parvenir par le moyen des limites de ces valeurs. 

Pour cela , on commencera par chercher des limites plus 
grandes et plus petites que les valeurs de x , tant positives que 
négatives. Je remarque d'abord que le plus grand coefficient 
des termes négatifs dans l'équation en x étant 7 , on pourroit 
prendre 8 pour la limite plus grande que les racines positives ; 
mais on peut trouver une limite moindre par la considération 
des fonctions X , X' , X" ; savoir, 

x 1 — 7 * + 7 > 5 x* — 7, 6 x , 
en cherchant une valeur de x qui les rendent toutes pdsitives : 
on trouve que x = 2 satisfait à ces conditions} de sorte que a 
sera une limite plus grande que les racines positives. 

Si on change dans ces mêmes fonctions x en — x , en 
changeant en même temps les signes , s'il est nécessaire , 
pour que le premier terme soit toujours positif, on a celles-ci , 

x' 1 — 7 x — 7 , 3 x* — 7 , 6 x ; 
et l'on voit que, pour les rendre toutes positives, il faut faire 
en nombres entiers x — 4 j mais en nombres fonctionnaires il 
suffit de faire x = 3 : ainsi ~ sera une limite plus grande 
que les racines négatives prises positivement. 

On transformera maintenant la fonction X par la substitution 
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de - à la place de x ; et ra) r ant multipliée par x 3 pour faire 
x 

di.sparoître les puissances négatives , on aura , après avoir 
divisé par 7 le cocilicient du premier terme , cette fonction 
transformée 

— + J , 

dont les deux fonctions dérivées seront 

3 i' — 2 x , 6 x — 2 , 
qu'il faudra rendre positives par une valeur supposée de x. 
Or on trouve que 1 satisfait à ces conditions j mais on y peut 
satisfaire aussi par un nombre moindre , comme ~. Ainsi * sera 
une limite plus petite que les racines positives. 

Enfin , en changeant dans ces mêmes fonctions * en — x y 
et changeant en même temps tous les signes de la première et 
de la troisième pour rendre les premiers termes positifs , on 
a celles-ci , 

x 1 + *' — 7 , 3 x 1 + 2 x , 6 j + 2; 
et l'on trouvera aisément qu'elles deviennent toutes positives 
en faisant x — ~ ; d'où il s'ensuit que 3 sera une limite moindre 
que les racines négatives prises positivement. 

On a donc pour les limites des racines positives les nombres 
| et 2 , et pour celles des racines négatives prises positivement 
les nombres 3 et f;. 

On substituera donc d'abord à la place de x, * dans les 
termes positifs , et a dans les termes négatifs des deux 
quantités 

07 x* -f 42 x — 1 26 6 x* + 9 x — 28 
_ 9 _ f 

7 7 

et l'on trouvera les résultat* — et — £ ; comme le premier 

de ces deux résultats est le plus grand , il est bon de voir si , 

en changeant tous les signes de la première quantité , ce qui la 

réduit à ~~ ° 7 - ~~ ^ * , et substituant de même f 

7 

dans les termes positifs et 2 dans les ternies négatifs , au lieu 
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de x , on auroit un résultat moindre; mais on trouve celui-ci 
— ~ , qui est au contraire plus grand , et par conséquent 
inutile. 

On changera maintenant dans ces mêmes quantités x en — x , 
ce qui les changera en celles-ci , 

oj x* — 4 2 x — 126 6 x* — 9 x — 28 

7 ' 7 

et on y substituera 3 à la place de .r, dans les termes positifs, 

et dans les termes négatifs , il viendra ces résultats — ff 

et — fi; et comme le résultat de la première quantité est 

moindre que l'un de ceux que nous avons déjà trouvés , il est 

inutile d'en chercher un autre en changeant les signes de cette 

quantité. 

Puisque — 22 est le plus grand résultat négatif, on aura 

L = ^ + 1 , et par conséquent a = — = pour la limite . 

cherchée , moindre que la plus petite différence entre les ra- 
cines de l'équation proposée. 

Nous avons trouvé par l'équation même des différences 
h = y (n°. 27 ) j d'où Ton voit que la méthode précédente 
donne à la vérité une limite un peu plus petite , mais que la 
différence est peu considérable. Au reste , quoique pour une 
équation du troisième degré il n'y ait guère rien à gagner par 
cette méthode sur la longueur du calcul , il n'en sera pas de 
même pour les équations des degrés supérieurs ; car le nombre 
des opérations que cette méthode exige n'augmente qne comme 
le degré de l'équation , au lieu que celui des opérations néces- 
saires pour calculer l'équation des différences et en déduire 
la limite cherchée , augmente comme les carrés de ce même 
degré. 
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NOTE V. 

Sur la méthode d'approximation donnée par Newton, 

Comme la méthode de Newton pour la résolution approchée 
des équations numériques est la plus connue et la plus usitée, 
à cause de sa simplicité , il est important d'apprécier le degré 
d'exactitude dont elle est susceptible} voici comment on y peut 
parvenir. 

Soit l'équation générale du degré m 

x" — A x""' + B + &c. = o 

dont on cherche une racine. La méthode dont il s'agit de- 
mande qu'on connoisse d'avance une valeur approchée de la 
racine cherchée} en désignant cette valeur par <z, on fera 
x = a + p , et on aura par cette substitution une équation 
transformée en p t qui , à commencer par les derniers termes , 
sera de la forme 

X + Y p + Z p* + V p 3 + &c. + p" , 
où les quantités X , Y , Z , &c. seront des fonctions de a, 
qu'on trouvera tout de suite par les formules du n°. 8 , eu 
changeant x en a : ainsi on aura 
X = a n — A a""' + B a— — C a— 5 + &c. 
Y = ma"-'— (m— i) Aa—'+ (m — 2) Ba m " s + &c, 
&c. 

Comme p doit être par l'hypothèse une quantité assez petite, 
étant la différence entre la vraie racine et la valeur supposée 
de cette racine , les puissances p* , p 3 , &c. seront de fort petites 
quantités auprès de p j et par conséquent les termes affectés 
de ces puissances seront eux-mêmes nécessairement très- petits 
à l'égard des premiers termes X + Y p , puisque les coefli- 

ciena 
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riens Z , V, &c. ne peuvent jamais devenir fort grands , étant 
des fonctions sans dénominateur : ainsi , en réduisant toute 
l'équation à ces deux termes , on en tirera une valeur approchée 

de p , qui sera = — y-. Appelons b cette valeur approchée 

de p , on pourra faire par la même raison , dans l'équation en p , 
la substitution de b + q à la place de p , et négliger ensuite 
dans la transformée en q les termes qui contiendront le carré 
et les puissances plus hautes de q j cette transformée éjant 
ainsi réduite aux deux premiers termes de la forme (X) + (Y) q , 

( X ) 

donnera sur-le-champ q — — TY)' ^ Q{Xe quantité étant- 
nommée c, on substituera c + r à la place de q dans la 
dernière transformée , et on en aura une nouvelle en r , d'où 
l'on tirera de même la valeur de r , et ainsi de suite. 

De cette manière , on aura les approximations a , a + b , 
a + b + c , &c. vers la vraie valeur de la racine cherchée. 

Voilà la méthode telle que Newton l'a donnée dans la Méthode 
des Fluxions ; mais il est bon de remarquer qu'on peut se 
dispenser de faire continuellement de nouvelles transformées; 
car , puisque la transformée en p est le résultat de la substitu- 
tion de a + p , au lieu de x dans l'équation en x , et que la 
transformée en q est le résultat de la substitution de b -f q , 
au lieu de p dans la transformée en p , il s'ensuit que cette 
transformée en q sera le résultat de la substitution immédiate 
de a + b + q à la place de x dans la même équation en ij 
par conséquent elle ne sera autre chose que la première trans- 
formée en p , en y changeant p en q , et a en a + b j d'où il 
s'ensuit qu'ayant trouvé l'expression générale de p en a , on 
aura celle de q , en y substituant a + b au lieu de a j et par 
la même raison on aura la valeur de r , en substituant a + b+ c 
au lieu de a, et ainsi de suite. 

Donc en général si , dans l'expression de pen a, on substitue 
pour a un terme quelconque de la suite convergente vers la 

S 
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racine cherchée , on aura la quantité qu'il faudra ajouter à ce 
terme pour avoir le terme suivant. 

La méthoiîe qui résulte de cette considération est , comme 
l'on voit , plus simple que celle de Newton ; c'est la méthode 
que Raphson a donnée dans l'ouvrage intitulé Analysis œqua- 
tionum universalis , imprimé à Londres en 1690, et réimprimé 
en 1697. Comme la méthode de Newton avoit déjà paru dans 
l'édition anglaise de Y Algèbre de TVallis en ï685, et qu'elle 
a été ensuite expliquée en détail dans l'édition latine de 1793, 
on peut être surpris que Raphson n'en ait pas fait mention dans 
ton ouvrage j ce qui porteroit à croire qu'il la regardoit comme 
entièrement différente de la sienne : c'est pourquoi j'ai cru qu'il 
u'cloit pas inutile de faire remarquer que ces deux méthodes 
ne sont au fond que la même présentée différemment. 

Maintenant il est clair que la bonté de la méthode dont il 
s'agit dépend de cette condition , que si a est une valeur appro- 
chée d'une des racines de l'équation proposée , a + p sera une 
valeur plus approchée de la même racine j c'est donc ce qu'il 
faut examiner. 

Soient * , j9 , y , &c. les m racines de l'équation 
x m — A *— ' + B * ra — — &c. = o; 
cette équation , comme on l'a vu dans la Note seconde , peut 
toujours se mettre sous la forme 

(x — *) (x — /3) (x — y) = o. 

Mettons a + p à la place de x , et développons les termes 
suivant les puissances de p ; on trouvera pour les deux premiers 
termes X + Y p 9 ces valeurs de X et Y , 

X = (a - *) (a - H) (a -y) 

Y = (a — j8) (a — >).... + (a — •) (a — >).... 
4. ( a — *) ( a — /3) + &c. 

d'où l'on tire 

Y 1 1 1 c 

_i- — + + + &c. 
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et par conséquent 



P = — 



a — fi a — y 
i 



+ &c. 



+ + + &c. 



a. — a fi — a y — a 

Supposons que * soit la racine que Ton cherche , et que a 
soit une valeur approchée en plus ou en moins , * — • a sera le 
défaut ou l'excès de la valeur a sur la véritable *, et * — a — p 
sera le défaut ou l'excès de la valeur corrigée a -f p ; et il faudra , 
pour la bonté de la méthode , que la quantité * — a — p soit 
toujours plus petite que la quantité * — a , abstraction faite 
des signes de ces quantités} et par conséquent que la quan- 
tité soit toujours plus grande que — — - , abstrac- 
tion faite des signes. 

Faisons pour abréger 

R = —i— + — — + &c. 
fi — a y — a 

on aura par la formule trouvée ci-dessus pour la valeur de p 9 

i R ( * — a) 
*—a—p = «—a - = — f 

+ R + R 

« — a « — a 

donc 



+ R 



«_a — p ~~~ R ( * — a) *— a T (« — a)'R' 

D'où je conclus, i°. que si la valeur de R est du même signe 
que celle de * — a , la valeur de « — a — p sera encore du 
même signe , et que la condition dont il s'agit aura nécessaire- 
ment lieu. 

S a 
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a°. Que si les deux quantités * — a et R sont de signe con- 
traire , alors il faudra que l'on ait - > 



mais l'équation précédente donne 

112 I 



(« — a — p) % (<* — a)' ' (* — a^R (* — a )♦ R' 

2 1 

donc il faudra que ; rr— + 7 — — soit une quan- 

( « — a) R ( * — a y K 

tité positive , et par conséquent que l'on ait la condition 
a ( * — a) R + 1 >o. 

Comme la valeur de R dépend des autres racines & , > , &c. 
qui sont inconnues, il est difficile, peut- être même impossible 
de trouver à priori un caractère pour juger si la condition dont 
il s'agit est remplie ou non. 

11 est aisé d'ailleurs de former à posteriori des équations où 
cette condition n'aura point lieu , en prenant les racines >, &c. 
de manière que quelques unes des différences 0 — a ,> — a, &c. 
soient fort petites et de signes différens ; et si j0 et > , par 
exemple , sont imaginaires et de la forme x -f p y/ — 1 
et t — f |/ — 1 , il n'y aura qu'à prendre r peu différent 
de a et p fort petit. Alors la valeur corrigée a + p , au lieu 
d'ê\re plus près de la vraie valeur de la racine <* que la valeur 
de a , s'en éloignera au contraire davantage. 

11 n'y a donc que le premier cas où l'on puisse établir un 
caractère certain pour le succès de la méthode j car il est 
visible que si la quantité a est à la fois plus petite que chacune 
des racines *, £, y, &c. de l'équation proposée , ou plus grande 
que chacune de ces racines, en regardant , comme on le doit, 
les quantités négatives comme plus petites que les positives, 
et les plus grandes négatives comme plus petites que les moins 
grandes ; alors la quantité R sera nécessairement de même signe 
que la quantité * — a j et si, parmi ces racines, il y en a 
d'imaginaires de la forme t + p \/ — 1 , v — t 1/ — 1 ,il en ré- 
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sultera dans R les termes - — 1 - — , 

* — a + fV^ — 1 *" — a — P V — 1 

qui se réduisent à fl ( x ~~ a ) __ ^ q Uant i t ^ qu i sera auss i d e 
( 7T — a ) + f 

même signe que * — a , si a est en même temps plus petit ou 
plus grand que t. 

D'où l'on peut conclure en général que l'usage de la méthode 
dont il s'agit n'est sûr que lorsque la valeur approchée a est à la 
fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles 
de l'équation , et que chacune des parties réelles des racines 
imaginaires j et que par conséquent cette méthode ne peut être 
employée sans scrupule que pour trouver la plus grande ou 
la plus petite racine d'une équation qui n'a que des racines 
réelles , ou qui en a d'imaginaires , mais dont les parties réelles 
sont moindres que la plus grande racine réelle, ou plus grandes 
que la plus petite de ces racines. 

Pour que les valeurs corrigées successivement approchent 
toutes de plus en plus de la vraie valeur de la racine, il faudra 
prendre pour première valeur approchée une quantité plus 
grande que la plus grande des racines , si c'est celle-ci qu'on 
cherche , ou plus petite que la plus petite racine, si on cherche 
la plus petite j alors toutes les valeurs corrigées successivement 
seront aussi plus grandes que la plus grande , ou plus petites 
que la plus petite des racines , et la condition nécessaire pour 
la convergence aura constamment lieu pour toutes ces valeurs, 
puisque R et * — a seront toujours de même signe , en prenant 
pour a chacune de ces mêmes valeurs. 

Lorsque toutes les racines de l'équation sont réelles, il est 
facile de reconnoître si la première valeur approchée a est 
plus grande ou plus petite que chacune des racines j car en 
mettant l'équation sous la forme 

(* — «) (* — 0) (x — >) = o, 

et substituant a + /? pour x y elle deviendra 

(p + a — *) (p -f a — 0) (p + a — y) = o, 
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ou a — A j « — j8 , a — y , &c. seront dans le premier cas des 
quantités toutes positives , et, dans le second toutes négatives j 
donc dans le premier cas on aura une transformée en p dont 
tous les termes seront positifs , et dans le second cas cette 
transformée aura ses termes alternativement positifs et négatif». 

Réciproquement si les termes de la transformée en p sont 
tous positifs , il est évident qu'il n'y aura alors aucune valeur 
positive de p qui puisse satisfaire à l'équation} par conséquent 
les valeurs réelles de p seront nécessairement négatives : donc 
les racines de l'équation en p étant * — a, fi — a, y — a, &c. 
il faudra que ces quantités soient toutes négatives ou imagi- 
naires j donc la quantité a sera nécessairement plus grande que 
chacune des racines réelles de l'équation , quand même elle 
auroit des racines imaginaires. 

On prouvera de la même manière que si les termes de la 
transformée en p sont alternativement positifs et négatifs , la 
quantité a sera nécessairement plus petite que chacune des 
racines réelles , soit qu'il y ait des imaginaires on non. 

Mais dans le cas où l'équation a des racines imaginaires , on 
ne pourra pas s'assurer de la même manière que la quantité a 
sera en même temps plus grande ou plus petite que chacune 
des parties réelles de ces racines j je ne vois pas même qu'on 
puisse s'en assurer autrement que par le moyen de l'équation 
dont ces parties réelles seroient racines. Or , si fi = *■ + f y/ — i , 

0 + y 

et p = * — ?Y — i , on a ît = — - — : ainsi l'équation dont 

▼ sera une des racines , ne peut être que celle qui aura pour 

racines les demi-sommes des racines de la proposée , prises 

deux à deux , et qui , par la théorie des combinaisons , montera 

, , m (m — i ) 
au degré — — - -. 

Ayant formé cette équation par les formules qne nous avons 
indiquées plus haut (Note III), on y substituera à + x à la 
place de l'inconnue j et si la transformée a tous ses termes 
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positifs , ou alternativement positifs et négatifs , on sera assuré 
que le nombre a sera plus grand ou plus petit que chacune des 
valeurs de t , et par conséquent aussi que chacune des parties 
réelles des racines imaginaires. 

Newton n'a appliqué sa méthode qu'à l'équation x 1 — a x — 5 = o 
que nous avons résolue (n°. a5). Il suppose d'abord a = a, et 
substituant a + p à la place de x , il a la transformée 
o = — 1 + 10 p + 6 />' + p\ 

d'où il tire p = ~ = o , 1 j il fait ensuite p ss o , 1 + q , il 

a la nouvelle transformée 

o = 0,061 4- ii,33 q + 6,3 q* + y', 

d'où il tire q — — ° ,og ' — — 0 ,oo54 il continue en 

xi, 20 

faisant q — — • o, oo54 + r, il vient la transformée 

o sas 0,000641708 + 11,16196 r 4- 6,3 r* + 1*1 
11 »••«.<■• — 0,000541708 

d ou il déduit r = — ---- — == — 0,00004853 , et 

11,10100 

ainsi de suite. 

Ainsi les valeurs convergentes de x sont a, a,i , 3,0916, 
2, 00 455 147, dont la dernière est exacte à la dernière décimale 
près ( numéro cité ). 

Dans ce cas , la série est, comme l'on voit , très-convergente. 
On peut , en effet , s'assurer à priori par ce que nous avons 
démontré , que cela doit être ainsi. " 

Car nous avons vu ( numéro cité ) que les deux autres racines 
de cette équation sont imaginaires , et qu'en les représen- 

48 6 

tant par x d= f y/ — 1 , on a a tres-peu près P = - — = -, 

4.7 7 

i5 7.i5 io5 . 

et " = - sTTl £Ti " - 76 ! donc ' pu,sque ' 

outre la racine * que l'on cherche , il n'y a que ces deux racines 

2 (t — a ) 

imagine ires, on aura dans ce cas R — — -, Or a 



» 
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étant — 2 , on a t — ; a 



— a — — • 



76 



î mais * étant à très- peu 



près 2,0945.... , on a * — a = 0,0945.... ; d'où l'on voit 
d'abord que R et * — a sont de signes diflerens , et qu'ainsi , 
pour que la première correction de a soit juste , il faut que 
la condition 2 ( * — a ) R + 1 > o ait lieu. Or on trouve 
R = — o,563o , et de-là 2 ( * — a) R = — • o, 1064 ; de sorte 
que la condition dont il s'agit est amplement satisfaite. Ainsi 
on est assuré que la première valeur corrigée 2, 1 approchera 
davantage de la vraie valeur de la racine. En prenant cette 
valeur pour a, on a* — a = — o,oo55. . .-. donc * — a et R 
étant maintenant de môme signe , les corrections suivantes 
approcheront toutes de plus en plus de la vraie valeur de la 
racine cherchée. 



NOTE 
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NOTE VI. 

Sur la méthode d'approximation tirée des séries 

récurrentes. 

Reprenons l'équation 

x m — A *— ' + B x— — C x m ~ 3 + &c. =* o 
dont on a désigné les racines par * , /3 , > , &c. On aura par la 
nature de ces racines l'équation identique 

a- — A x— ' + B — C x m ~ 3 + &c. 

= (x-«)(*-/3)(*->) (x-/) 

laquelle doit avoir lieu , quelle que soit la valeur de x. 

L'identité de l'équation subsistera donc encore en mettant 
* + i au lieu de x , quelles que soient les valeurs de x et i 5 
donc aussi, si après la substitution on développe suivant les 
puissances de t, les termes affectés de *, de »*, &c. fourniront 
d'autres équations identiques ; ce seront les équations que nous 
avons appelées dérivées dans la Théorie des Fonctions. 

La première de ces équations dérivées sera 
m x m ~ l — (m — 1) A x m ~ % + (m-îJB x"- 3 — &c. 

= (x — fi) (x — >).... + (x — *) (x — >).... 

+ (* — fl) (* — *)•••• + &c- 
Divisons cette équation par l'équation identique ci-dessus , on 

« ( m — i ) A x""' + (m — 2 ) B x"' 3 — &c. 
x" — A x m ~' + B x* ~ ' — C x" " 3 + &c. 



m x 



+ &C 



x — * x — /3 X — y 
équation qui doit aussi être identique , quelle que soit la valeur 
de x. Donc elle le sera encore si on en développe les deux 

T 
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membres en séries qui procèdent suivant les puissances positives 

ou négatives de x. 

Développons d'-abord suivant les puissances négatives , la 
fraction qui forme le premier membre deviendra 
P Q R S 

X X % X 3 X 4 

et pour trouver les valeurs des coefficiens P , Q , R , &c. il n'y 
a qu'à multiplier par le dénominateur x m — A x n ~' 4- &c. 
et comparer ensuite les termes avec ceux du numérateur 
m x m ~' — (m — i ) A x m ~* -+• &c. on aura ainsi 
P = m 

Q=AP — (m — i ) A 

R = A Q — BPf(« - a ) B 

S = AR — B Q + CP — (m — 3)C 

&c. 

où l'on voit que la suite des quantités P , Q , R , &c. devient 
après le m"° 9 terme une suite récurrente , dont l'échelle de 
relation est A , — B , C , — D , &c. 

Développant de même les fractions qui forment le second 
membre , il deviendra 

~ + (« + * + ? + &c.) ^ + (*' + r + »" + &c) ^ 

+ (* 3 +/3 3 + > 3 +&c.) ± + kc. 

Maintenant la comparaison des termes semblables des deux 
membres de l'équation donne 
P = m 

Q = * + j8 + >+&c. 
R = *' + /3* + >' -f &c. 
S = * 3 + fi 3 + > 3 + &c. 
&c. 

et en général un terme queloonque , dont le quantième sera f* , 
à compter de Q sera égal à + F + + &c. C'est l'expres- 
sion du terme général de la série. 

On a par- là la démonstration la plus simple de la loi donnée 
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par Newton pour la somme des puissances des racines. Mais les 

formules précédentes sont sur-tout utiles pour approcher de la 

valeur de la plus grande des racines *,£,>, &c. En effet, il 

est clair que si toutes ces racines sont réelles , et que * soit , 

par exemple , la plus grande des racines , soit qu'elle soit 

positive ou négative , la puissance * M surpassera d'autant plus 

les puissances semblables des autres racines , et même la somme 

de ces puissances , que l'exposant ft sera plus grand $ d'où il 

s'ensuit que si T et V sont des termes consécutifs de la série 

V 

P , Q , R , &c. on aura à très-peu près * = — , et cette valeur 

de la racine * sera d'autant plus approchée que les termes 
dont il s'agit seront plus éloignés du commencement de la 
série. 

Si parmi les racines j3 , y , &c. il y en avoit d'imaginaires , 
on auroit , par exemple , 0 = w + p / — i , > = — p / — » i 

alors faisant s/ ( »' + p 1 ) = n et - = tang p , on auroit 

. if 

£ ss n (cos P sin p y/ — i ) et > = n ( cos p — sin p y/ — i ) j 

donc par le théorème connu 

/S'* = n'* ( cos f* p + sin p p y/ — i ) 

y* == rr" ( cos n p — sin /* p \/ — i ) 

et par conséquent 

/s M + y* = a n M cos p p. 

Ainsi , pourvu que la racine * soit en même temps plus grande 
que n ou \/ (*•* + f')> c'est-à-dire plus grande que ^/ /3 7, 
la puissance af* surpassera aussi la somme des pareilles puis- 
sances de £ et y. 

Donc la méthode ne sera en défaut à cause des racines ima- 
ginaires , qu'autant qu'il s'en trouvera dans lesquelles le produit 
réel des deux racines correspondantes sera plus grand que le 
carré de la plus grande des racines réelles $ et , dans ce cas , 
la série , au lieu de s'approcher et de se confondre à la fin avec 
une série géométrique , s'en éloignera continuellement. 

Cette méthode rentre évidemment dans celle que Daniel 

T a 
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Bernoulli a déduité de la considération des suites récurrentes, 
et qu'Euler a exposée en détail dans son Introduction. Dans 
celle-ci on donne à la fraction génératrice de la série , pour 
numérateur , un polinome quelconque d'un degré moindre que 
le dénominateur; ce qui rend les m premiers termes de la 
série, entièrement arbitraires. Cette fraction se décompose 

dans les fractions simples — - — + — \- — - — &c. 

* — « x — 0 x — y 

d'où résulte , pour les termes de la série , cette expression 

générale a + b /S* + c y* + &c. laquelle donne également , 

lorsque la racine * est beaucoup plus grande que chacune des 

V 

autres , — P our la valeur approchée de « , quelle que soit la 

valeur du coefficient a. Mais l'indétermination des premiers 
termes de la série , au lieu d'être un avantage de cette méthode , 
est plutôt un inconvénient j car s'il arrive que les deux ra- 
cines * , jS , soient égales , alors les deux termes a * M •+■ b 
prennent en général la forme ( a' + b' ? ) ; et si les trois 
racines «t, 0 , y , sont égales , les trois termes a *** + b c y* 1 
prennent la forme (o' + i'/* + cV) «^et ainsi de suite : d'où 
il est aisé de voir que lorsque la plus grande racine t est une 
racine double ou triple , &c. la série converge bien moins 
rapidement vers une série géométrique. En prenant pour nu- 
mérateur la fonction prime du dénominateur , ainsi que nous 
l'avons fait ci-dessus, tous les coefficiensa, b , c, &c. deviennent 
égaux à l'unité j et dans le cas des racines égales « et fi , les 
deux termes * ft + /S* deviennent simplement a et ainsi des 
autres } de sorte que les racines égales n'influent en rien sur la 
convergence de la série. 

Pour donner un exemple de ce que nous venons de dire , je 
prendrai celui de l'article 346 de l'introduction d'Euler. L'équa- 
tion à résoudre est x 3 — 3 *' + 4 = o , Euler prend o , î et 3 
pour les trois premiers termes , et il forme par l'échelle de rela- 
tion, 3 ,o,~ 4, la série récurrente 1,3,9,23,57, )35,3i3,7»i,&c 

■ 
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dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme , divisé 
par le précédent , est toujours plus grand que a racine double , 
et en même temps la plus grande. 

Si on emploie les formules données ci -dessus en faisant 
«j = 3, A = 3 , B = o, C — 4 t 
tous les termes P, Q, R, &c. se trouvent multiples de 3 $ de 
sorte que , rejetant ce facteur pour plus de simplicité , on 
trouve par la même échelle de relation , mais en partant des 
termes i , i , 3 , la série 

' 1 , i,3,5, ii, ai , 43 , 85 , 171 , 34i , &c. 
où l'on voit que le quotient de chaque terme , divisé par celui 
qui le précède , converge très -rapidement vers la racine 
double a. 

Nous avons développé plus haut l'équation identique 
m x m ~ 1 — &c. 1 1 

x" — A *— * + &c. = x — « + x — 0 + 

suivant les puissances négatives de x j développons-la main- 
tenant suivant les puissances positives : pour cela , soient 
a — b x + car* — d x 3 &c. les derniers termes du polinome 
x" — A -f B x™"* — &c. on mettra le premier membre 

de l'équation identique sous la forme 

— b + a c x — 3 d x * •+ 4 e x 3 — &c. 
a — b x + c x % — d x b -f ex* — &c. 
et le développement de celte fraction suivant les puissances 
croissantes de x sera de la forme 

— P' — Q' * — R' — S' x 3 + &c. 

où , en multipliant par le dénominateur , et comparant les 
termes, on trouvera 

a P' * b 

a Q' = b P' — 2 c 

a R' = b Q' — c P' + 3 d 

a S' = b R' — e Q' + d P' — 4 t 

&c. 
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ce qui donne une série récurrente , dont l'échelle est 

t> c d 

-, , - &c. 

a a a 

Le second membre de la même équation étant développé 
pareillement suivant les puissances croissantes de x , donnera 
la série 

+ "F + 7 + &c.)*' + &c. 

de sorte qu'on aura par la comparaison 

T + j + 7 + &c - = p ' 

I I I „ 

7 + ¥ + 7 + &c - " Q 
P" + F + 7 + &c - = R ' 

&C. 

Ces formules renferment la loi des sommes des puissances 
réciproques des racines. 

Ici il est évident que si * est la plus petite racine , soit posi- 
tive ou négative , les puissances surpasseront d'autant plus 

la somme des pareilles puissances des autres racines, que * sera 
plus petite que chacune des autres racines 0, >, &c. Par 
conséquent , si T et V sont deux termes consécutifs de la 

série F, Q', R', &c. le quotient —, approchera d'autant plus 

de la valeur de la plus petite racine réelle de l'équation , que 
ces termes seront plus éloignés du commencement de la série. 
Ainsi cette série servira à trouver la plus petite racine , comme 
la première P, Q , R , &c. sert à trouver la plus grande; et à 
l'égard des racines imaginaires , on prouvera de la même ma- 
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nière qu'elles n'empêcheront pas l'approximation vers la plus 
petite racine réelle , pourvu que le carré de cette racine soit en 
même temps plus petit que chacun des produits réels des racines 
imaginaires correspondantes. 

On pourroit donc employer cette méthode d'approximation 
pour chacune des racines réelles d'une équation quelconque , 
si on connoissôit d'avance une valeur approchée a de celte 
racine , telle que la différence entre cette valeur et la vraie valeur 
de la racine fût moindre en quantité , c'est-à-dire , abstraction 
faite des signes , que la différence entre la même valeur et chacune 
des autres racines réelles , et en même temps moindre que la ra- 
cine carrée de chacun des produits des racines imaginaires cor- 
respondantes , s'il y en a , diminuées de la même valeur ; car 
alors , en nommant a la valeur approchée de la racine cher- 
chée , et faisant x = a p , on aura une transformée en p , 
dont la plus petite racine pourra se déterminer par la méthode 
précédente j et cette racine , jointe à la première valeur appro- 
chée , donnera la racine cherchée. Mais on ne sauroit trouver 
les premières valeurs qu'en faisant usage des méthodes don- 
nées dans le Mémoire j et ces valeurs étant une fois connues, 
il est bien plus exact d'employer la méthode d'approximation 
du chapitre III : aussi ne suis-je entré dans ce détail sur la 
méthode d'approximation tirée des séries récurrentes , que 
pour ne rien laisser à désirer sur le sujet dont il s'agit. 

Si on veut appliquer la méthode précédente à l'exemple de 
Newton , on prendra d'abord la transformée p 3 -f 6p* -f iop — i 
( Note précédente) ; et comme on sait que la racine réelle est moin- 
dre que 0,1 , il s'ensuit que le produit des deux autres racines , 

qu'on sait être imaginaires , sera > — > 10, puisque le der- 
nier terme 1 est le produit des trois racines ; ainsi on est assuré 
que le .carré de la racine*cherohée est beaucoup moindre que 
le produit des deux racines imaginaires. On formera donc la série 
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i j i r .• 10 + 15 P + 3 P 

récurrente par le moyen de la fraction ■ ! — r , et 

r * i — îop — fap* — p' 

l'on aura les termes 10,112,11 83, I25i2 , i3253o , &c. qu'on 

peut continuer aussi loin qu'on veut par l'échelle de relation 

io , 6 , 1 y chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera 

ii83 
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les fractions —, , -^^-,&c. qui, étant réduites en dé- 

113 ll83 17012 

cimales, deviennent 0,089, 0,09467, o,og4549, o,og455i5, &c. 
Or nous avons vu dans la Note précédente que la méthode de 
Newton donne pour la valeur de p la série convergente 
0,1 , 0,946, o,og455i47, &c. d'où l'on peut juger de l'accord 
des deux méthodes. En effet, nous ferons voir plus bas que ces 
méthodes , quoique fondées sur des principes différens , re- 
viennent à-peu-près au même dans le fond , et donnent des 
résultats semblables. 
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NOTE VIL 

Sut la Méthode de Fontaine , pour la résolution des 

équations. 

Comme on ne fait point nsage de cette méthode , qui est 
d'ailleurs peu connue, je pourrois me dispenser d'en parler ici; 
mais le nom de l'Auteur et la manière dont il l'a annoncée , 
m'engagent à en donner une idée abrégée , et à examiner les 
principes sur lesquels elle est fondée. Je la donne , dit-il , pour 
l'analyse en entier aue Von cherche si inutilement depuis l'ori- 
gine de l'algèbre. Voyez les Mémoires de l'Académie des 
Sciences , pour Tannée 1747 , pag. 6fi5. 

Cette méthode a deux parties. Dans la première, l'auteur 
considère les équations comme composées de facteurs simples , 
réels ou imaginaires de la forme x =fc a , xdtzazkzb \/ — 1 f 
et contenant un certain nombre de quantités réelles positives 
et inégales, a, h t c, &c. Il parcourt toutes les combinaisons 
possibles des différens facteurs qu'on peut former de cette 
manière , et il cherche pour chaque système de facteurs dans 
les coefficiens de l'équation , les conditions qui sont propres à 
ce système , et qui peuvent le distinguer de tous les autres. 
Q forme ainsi des tables qui contiennent tous les diôerens 
systèmes de facteurs et les conditions qui leur appartiennent; 
de manière qu'une équation quelconque étant proposée , dont 
les coefficiens sont donnés en nombres , on puisse tout de suite 
reconnoître quel est le système de facteurs dont elle peut être 
composée. Ainsi on saura sur-le-champ combien elle a de racines 
réelles inégales ou égales , positives ou négatives , et combien 
elle en a d'imaginaires avec la forme de chacune des imaginaires. 

V 
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Pour donner une idée plus nette de ce que je viens de dire , 
à ceux qui ne sont pas à portée de consulter le Recueil des 
Mémoires de Fontaine , je vais rapporter ici la table des équa- 
tions du second degré, avec un précis de la méthode par 
laquelle l'auteur l'a construite j ensuite je ferai quelques re- 
marques sur cette méthode. 

Dans les formules suivantes, les lettres m, n, et a , b, dé- 
signent des nombres ou des quantités quelconques positives , et 
l'on suppose que a est toujours une quantité plus grande que b, 

(x {-a) (x+a) m'— /f/z = o 

(x + a + a\/ — 1) (x + a — a y/ — i) — m' — sn = o 

^, +0+ ^_ l)( , +a _ i/ _, ) {»_4-<° 

(x+b + ay — oj/ — 1) m* — 2«<o 
x* + mx — 7i= (x + a) (x—b) 

(x — a) (.r — a) m' — 4 n = ° 

(.r — a-\-a\/ — i) (x — a — a\/ — i) m* — ?n = o 
j (*— *) ( x —b) : m*— 4 n > o 

(.r — b + a\/ — — b — ay/ — i) l»" — 3/i<o 
x* — mx — n— (x — a) (x + b) 
x*+ n = (x + a\/—i) (x—a\/— i) 
x* — n == (x + a) (x — a) 

,On voit d'abord dans cette table toutes les combinaisons pos- 
sibles des diôerens facteurs , qui ne peuvent être ici quex=fca, 
xzxzbyouxzxzadcza \/— î , xzkza^zb \/— i elxzxib^iza y/— i. 

Pour savoir â quelle forme d'équations chaque combinaison 
pouvoit se rapporter , on a développé les produits , et on les a 
comparés aux équations , en faisant attention que la quantité a 
doit être plus grande que b. Jusques-là , la méthode n'a de 
difficulté que la longueur du calcul j et tout l'art consiste à 
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trouver les caractères ou conditions propres à chaque com- 
binaison. 

Ces conditions sont de deux sortes ; les unes sont données 
par des équations déterminées , comme m' — 4 n = o , ou 
m* — 2 n sa o j ce sont celles qui ont lieu lorsqu'on suppose 
que la quantité b devient nulle , ou devient égale à a. Elles 
ne sont pas difficiles à trouver; car, comme ces suppositions 
détruisent une des deux indéterminées a , b , en faisant la 
comparaison des termes résultans du produit des facteurs avec 
ceux de l'équation , on a une équation de plus qu'il n'y a d'in- 
déterminées; de sorte que , par l'élimination , on parvient néces- 
sairement à une équation de condition ; c'est ainsi que les 
facteurs égaux(x a) (x 4* a)donnentla condition/n' — 4 71 — °» 
et que les facteurs (x + o + ay/ — î) ( x + a — a [/ — i) 
donnent m* — 2/1 = 0. 

Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le 
signe d'égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles 
résultent de cette considération , que si une fonction des coeffi- 
ciens m et n est nulle lorsque a — b ou b = o , elle sera plus 
grande ou plus petite que zéro lorsque a sera plus grand que b, 
ou b plus grand que zéro. 

Ainsi, comme le système (x + a) (x + a) peut résulter 
de celui ci (x + a)(x + A), en faisant b — a , ou de celui- 
ci (x + a + b y' — 1) ( x + a — b \/ — i),en faisant b = o , 
la fonction m* — 4 n, qui est nulle pour ce système-là , ne le 
sera plus dans ces deux-ci; et l'on trouve que cette fonction 
est positive pour le système (x -f a) (x + d), et négatire 
pour le système (* + « + b \/ — 1) (x + a — b \/ — 1). 

L'auteur suppose comme un principe général que la fonction 
qui est nulle dans le cas de la coïncidence de deux systèmes, 
sera toujours plus grande que zéro dans l'un, et moindre que 
zéro dans l'autre , et il détermine par un exemple particulier 
celui des systèmes où elle est positive , et celui où elle est 
négative j mais cette proposition ne peut pas être admise sans 
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démonstration j et il y a même de fortes raisons de douter qu'elle 
soit vraie en général. 

Dans les cas dont il s'agit , on en peut prouver la vérité ; car 
le système ( * -f a ) étant développé , donne 

x* -f ( a + b) x + a b j donc m = a + b, n = a b , et par consé- 
quent m % — 4 « = (a — b)% quantité toujours positive. De même 
le système 

(*+ a + i) (x + a — b i/— = 3a * + + 

donne m — i o, n = a* •+■ b % , et m' — 4 « = — 4 A', quantité 
toujours négative. On peut démontrer de la même manière les 
autres conditions pour les diflérens systèmes des équations du 
second degré. 

L'auteur a appliqué les mêmes principes et la même méthode 
aux équations du troisième et du quatrième degré, et il a donné 
pour ces degrés des tables semblables à celle que nous venons 
de rapporter. Ployez le Recueil de ses Mémoires , imprimé en 
i;64. 

L'étendue de ces tables augmente en proportion du nombre 
des combinaisons des difTérens facteurs } et la recherche des 
conditions propres à chaque combinaison ou système devient 
d'autant plus difficile , qu'il arrive souvent que les conditions 
qui résultent de l'égalité de quelques-unes des quantités 
a , b , c , &c. qui sont censées former une série décroissante , 
ont Heu pour plus d'un système à la fois , et qu'il est alors 
nécessaire de trouver des conditions pour distinguer ces mêmes 
systèmes entre eux. 

L'auteur ne donne aucune règle générale sur cet objet j il 
se contente d'essayer successivement les fonctions les plus 
simples des coefficiens m, n , p , &c. de l'équation , jusqu'à 
ce qu'il en trouve une qui soit nulle dans le cas commun à 
deux systèmes, et qui soit plus grande que zéro dans l'un , et 
plus petit© que zéro dans l'autre. 

C'est ainsi , par exemple , qu'ayant trouvé pour l'équatioû 
*' + m x* + n x + p = o que les deux sy s tème s (x + a) (x -f b) (x + b) 
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et ( x + a ) ( x + a ) ( x -j- b ) ont la même équation de 
condition 

4(m t — 3n)(— 3mp + n 1 ) — ( "» /» — jp)' = o 
il cherche une fonction de la forme A m* + B n , ou 
Aro' + Bmn+,C/),ou &c, telle qu'elle soit = o dans le 
cas commun de a = b , et qu'elle soit > o pour le premier sys- 
tème , et < o pour le second ; il trouve celle-ci a m* — g m n + 2 7 p, 
qui satisfait à ces deux conditions. 

Quoique l'auteur soit parvenu à trouver ces fonctions pour 
tous les cas des équations du troisième et du quatrième degré , 
on peut douter qu'il soit possible de les trouver en général dans 
les équations des degrés supérieurs ; du moins il n'est pas 
démontré qu'il existe toujours nécessairement des fonctions 
qui aient ces propriétés : ainsi la théorie peut être aussi en 
défaut de ce côté. 

Au reste, on peut trouver directement les conditions précé- 
dentes 5 car, si on suppose que l'équation 

« s + m x* + n x + p = o 
ait un facteur double ( * + « )' , il n'y aura qu'à diviser le 
polinome x' + m x* <+■ n x + p par x* + a « x + ** r on 
trouvera le quotient x + m — a * , et le reste 

( n — a m * + 4 *■ ) x + /> + 2 « 3 — m ** s 

ainsi il faudra faire séparément 

3«t* — 3/7»* + n — o 
a& 3 — m* % +p=o ' 

,, , ,, t m n — on 

d'où l'on tire * * 

a m 1 — b n 

Cette Valeur , substituée dans la première équation , donne 

( m n — - 9 p y + (3»p-w) » oj 

ee qui est la condition commune aux deux systèmes. 

Maintenant , comme le quotient * + m — a « forme lé 
facteur inégal de l'équation , on fera t = i et m — a « ±= a 
pour le système (x + a) (x + (x + £), et* = a,m-^a* = ô 
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pour le système (x + a) (x + a) (x + b); donc , puisque par 
l'hypothèse a > b , on aura pour le premier système m — i * > « , 
ou m — 3 * > o , et pour le second m — 5 * < o. 
Mais en substituant la valeur de * , on a 

m — o a. — — J 

d'un autre côté , il est facile de s'assurer que , pour les deux 
systèmes, on a m* — 3 n> o; car le système (x + a) (x+b) (x + b) 
donne m — a -f 3i,n = û'+ ai, comme il résulte du 
développement : donc 

m' — 3* = a' — a a b + b % — (a-*)'}, 
et comme pour l'autre sj'stême il n'y a qu'à changer a en i, 
on aura de même m" — 3n = (a. — £)\ Donc les conditions 
pour les deux systèmes seront simplement 

2to s — g m n + 27 y? > o pour le premier, 
a m 1 — g m n 37 /> < o pour le second , 
comme Fontaine l'a trouvé. 

Mais les conditions mêmes qui résultent de l'égalité de quel- 
ques-unes des quantités a, b, c, &c. ne sont pas toujours 
particulières aux systèmes dans lesquels ces égalités ont lieu , 
comme Fontaine le suppose j ce qui détruit un des principaux 
fondemens de sa théorie. 

Par exemple , il trouve dans le troisième degré que , pour . 
l'équation 

x 1 + m x % — n x — p = o , 

la condition 

2 m 3 — m n — p = q 
est particulière au système 

(x — o) (x + a + b\/ 1 ) (* + a — — 1), 
et doit le distinguer de tous les autres. Mais j'ai reconnu que 
cette condition a lieu aussi pour tout système de la forme 
(x + a) (x — b) (ar + c), qui se rapporte à la même formule 
d'équation , lorsque a + c — a b j ce qu'on peut aussi prouver 
à priori. 
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Ainsi , si l'on a l'équation x* + 2 x' — 5i — 6 =s o , 
comme elle satisfait à la condition dont il s'agit , puisque en 
faisant m = 2 , n = 5 , p = 6, on a 2 . 8 — 2.5 — 6=0, on 
pourroit conclure de la table de la page 546 du Recueil des 
Mémoires de Fontaine , que cette équation a trois facteurs 
de la forme 

(x — a) (x + a + b / — 1 ) ( x + a — b y/ — \) , 
et que , par conséquent , elle a deux racines imaginaires, tandis 
qu'elle a au contraire les trois facteurs réels 
(* + 3)(« — 
On doit dire la même chose de la condition 
a*. 3* n* q + a\3' J n? p % + a\3\5» n x q* 
+ 2 4 . 3\ 5 . 7 n />• q — 3». 7 3 />♦ + 2 g . 5 V = o, 
que Fontaine trouve (page 558) pour le caractère commun 
des deux systèmes 

(x + a) (x — b) (x — ô + c/ — 1) (i-i-c^-i), 
et(x-fa) (or — c) (x — c\b\/ — 1) (x-c-iy/-i) 

appartenant à la formule 

x' — n x* + p x — 7 = 0. 

Cette condition n'est pas particulière à ces deux systèmes j 
elle a lieu aussi dans tout système de la forme 

(x + a) (x — b) (x — c) ( x — d) 
appartenant à la même formule d'équations ( page 552 ) , pourvu 
que l'on ait b d — 2 c j c'est ce qu'on peut trouver à priori ; 
mais ce détail nous mèneroit trop loin. . 

On peut conclure de ces observations , qu'il n'est pas toujours 
possible de trouver les conditions qui distinguent chaque 
système de facteurs de tous les autres , en ne considérant dans 
les quantités a , b , c , &c. qui entrent dans ces facteurs , 
d'autres rapports que ceux d'égalité ou d'inégalité , suivant la 
théorie de Fontaine. Mais , quand on le pourroit , le travail 
pour les trouver dans les degrés au-dessus du quatrième seroit 
immense , et ne seroit pas même utile pour la résolution nume- 
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rique des équations , comme nous allons le montrer en exami- 
nant la seconde partie de la Méthode. 

Dès qu'on aura trouvé , comme l'auteur le suppose , la forme 
de chaque facteur de l'équation proposée , il n'y aura plus 
qu'à déterminer les valeurs des quantités a, b, c, &c. qui 
entrent dans ces facteurs, et qu'on sait être toutes positives 
et inégales j et voici comment il s'y prend. Il développe le pro- 
duit des facteurs, et le comparant à l'équation proposée, il a 
autant d'équations qu'il y a d'indéterminées a , b , c , &c. il 
élimine toutes ces quantités , hors deux , qu'il se propose de 
déterminer ; il a ainsi deux équations entre ces deux quantités ; 
il fait la plus grande de ces quantités = R «, et la plus petite 
= R d j et éliminant R , il a une équation homogène en « et 0 , 
dans laquelle il substitue x « + y pour *, et z • + u pour fi. 

Il suppose d'abord * = i,y = o,z=no,tt=ii} il a une 
équation en ? , dans laquelle il fait successivement • = i , a , fl , &o. 
jusqu'à ce qu'il trouve deux résultats de signe contraire $ alors 
il fait t 5= A , A étant le plus petit des deux nombres qui ont 
donné des résultats de signe contraire : donc « — A , 0 ». 

Il fait ensuite x = A t y — i , t = t , <* = o ; et dans 
l'équation résultante en f , il cherche de même deux substitu- 
tions qui donnent des résultats de signe contraire : nommant 
B le plus petit des deux nombres , il fait e = B } donc 
« = AB + i T j8 = B. 

Il continue de la même manière , en faisant x = à la dernière 
valeur de « ,y à l'avant-dernière , x = à la dernière valeur de <3, 
et u à l'avant-dernière. 

Substituant ensuite successivement ces valeurs de * et 0 
dans l'expression rationnelle de R qui résulte des deux équa- 
tions , on a celles de a et b , d'autant plus exactement , que les 
opérations sur * et fi ont été poussées plus loin. 
t Pour en donner un exemple , je vais rapporter celui que 
l'on trouve dans les Mémoires de l'Académie de 1747 , 
page 67a. 

Soit 
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Soit l'équation x % — 3 x + \ = o , comme elle se rapporte 
à la formule x* — m x + « , en faisant m — 3 , n = i , si 
on examine les conditions relatives à cette formule dans la 
table donnée ci-dessus , on trouve que celle-ci m* — 4/1=0 
a lieu j d'où Ton conclut que les deux facteurs sont de la forme 
{x — a) (x — b). On a donc en développant a + b = 3 
et a b ss 1. 

Soit a = «R, b = /8R, on auraR(« + /3) = 3,R**/3 = 1 } 

3 

donc R = — ■ — - etg*)8 = (*- r -/8) i : savoir, 
* + fi 

<t % — 7 <e £ + — o , 

où Ton fera * = x p -f et fi = z ? -f u. 

Soit , i°. x = 1 , ^ = o , z = o y u = 1 • donc «t = p , 0 = 1 ; 

substituant ces valeurs , on a 1' — y p + 1=0: faisant 

? sa 1 , a , &c. jusqu'à p = 6 , on a des résultats négatifs ; 

mais 9 = 7 donne le résultat 1 : donc p = 6 , donc <* = 6 , 
3 

m = 1 , r = 

7 

2°. .r ssa 6 , ^ = 1 , z = 1 , u = o; donc * — 6 î -f 1 , fi = 9 , 
et l'on a l'équation 5 — 5 <p — 1 =0. 

Ici p = 1 donne le résultat — 1 , p = a donne 9 : donc ? = 1 j 

et de-là * = 7,/8 = i,R = ?. 

o 

3°. a? = 7,^ = 6,z = i,w = 1 ; donc $ = 7» 4" 6, Ê = # + 1 j 
et substituant, on a l'équalion p* — 09 — 5 = o. Faisant 
9 = 1 , a , &c. jusqu'à f = 5 , on a des iesultats négatifs j mais 
9 = 6 donne le résultat 1 : donc ? = 5 j et de-là * = 4 1 , fi = 6 , 

3 

et R = —, et ainsi de suite. 
47 

Telle est la méthode d'approximation que Fontaine a donnée 
sans démonstration dans son Mémoire de 1747 , et qu'il a 
redonnée de même dans le Recueil de ses Mémoires. Elle 
suppose , comme l'on voit , que l'on peut toujours , par la substi- 
tution des nombres 1 , 2 , 3, &c. au lieu de p dans les différentes 

X 
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équations en ? , trouver deux nombres qui donnent des résultats 
de signe différent ; ce qui , par ce que nous avons démontré 
( n°. 5 et suiv. ) , n'a lieu qu'autant que ces équations ont des 
racines positives dont la moindre différence est plus grande 
que l'unité. D'après cette considération , il est facile de trouver 
des exemples où la méthode de Fontaine sera en défaut. 
Soit , par exemple , l'équation 

x ' _ 2 x % — a3 x + 6o = o , 

qui se rapporte à la formule x 1 — m x* — n x + p , en faisant 
m = a , n = a3 , p = 6o. La table de la page du Recueil 
des Mémoires de Fontaine , donne ces trois conditions 
4 ( i» m + 3 »•) ( n' + 3 m p) — ( — m n + 9 p )' > o , 

m n — p < o> #»' — » < o , 
pour le système (x + a) (x — b) (x — c), lesquelles se 
trouvant remplies ici , il s'ensuit que ce système est celui de 
l'équation proposée. 

Pour trouver les trois quantités positives et inégales a, b , c , «x c. 
on comparera le produit des facteurs 

s 1 + (a — b — c) x* + ( — a b — ac + ic) « + abc 
avec l'équation donnée , on aura ces trois équations 
a — b — c = — a, — ab — ac + bc = — 23 et a 6 c = 60. 
Eliminant c , on aura c — a — b — a , et les deux autres 
équations deviendront 

a* — a b + b* + a ( a — b) — 23, 
(a — b) a b + 2 a b = 60 $ 
et faisant a = «R,£ = |0R,on aura 

R* + Y" )4raR(* — 0) = 2 3 

R» ( * — 0 ) M (t + a R* « j9 = 60. 

Enfin, éliminant R, on aura une équation homogène du 
sixième degré en « et /3, réductible à cette forme 
(ao(**+^)— 4n*)(i5(«*+r)— 34*f)(i9(*+**)+a5«*)=rQ« 

Maintenant on fera , suivant Fontaine , * = x 9 + y , 
0 ss z • + u , et on supposera dans la première opération 
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x = 1 , y = o , z — o , u = 1 j ce qui donne * = 9 , /3 = 1 : 
l'équation sera donc 

(ao(**+ 1) — 4i e) (i5 (»'+») — 34?) (i2(? l + i) + i5?) = o, 

et il faudra faire successivement 9 = î , 2,3, &c. jusqu'à ce 
que l'on trouve deux valeurs de 9 qui donnent des résultats 
de signe contraire, ce qui n'arrivera jamais , les résultats étant 
toujours positifs , comme il est facile de s'en convaincre par la 
simple inspection de l'équation. Ainsi la méthode sera en défaut 
dès la première opération. 

11 est aisé de Voir qu'on ne peut avoir de résultats négatifs 
qu'en donnant à 9 une valeur intermédiaire entre î et a. Par 

exemple . en faisant ? = - , on trouve le résultat — : 

2 ib 

mais cela est contraire à l'esprit de la méthode de Fontaine , 
qui suppose que * et /3 sont toujours des nombres entiers. 
D'ailleurs, si on vouloit admettre pour 9 des nombres fraction- 
naires , U seroit bien plus simple d'opérer immédiatement sur 
l'équation proposée , en cherchant deux valeurs de l'inconnue 
qui donnent des résultats de signe contraire $ mais la connois- 
sance de la forme des facteurs , qui est l'objet des tables de 
Fontaine, devient inutile pour cette recherche , et la difficulté 
du problême demeure en son entier. 
Nous remarquerons encore que , puisque dans la première 

opération on fait 9 = j = g , l'équation en 9 sera toujours , 

généralement parlant, d'un degré plus haut que l'équation 
proposée } car si a et b sont deux racines réelles , les racines 
de l'équation en 9 seront tous les quoliens qu'on peut former 
en divisant une racine par l'autre - y de sorte que si m est le 
degré de la proposée , m ( m — î ) sera celui de l'équation 
en 9 , laquelle sera d'ailleurs nécessairement du genre des 
réciproques. 

Mais si a étant une racine réelle , b étoit la partie réelle de 

X 2 
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deux racines imaginaires , alors - seroit le quotient d'une racine 

divisée par la demi-somme de deux autres racines, et l'équation 

. , , , m (m — i ) (m — 2) 
en s> seroit du degré S 2 

Au reste , comme l'équation en * et £ , que l'on trouve pfir 
le procédé de Fontaine, est nécessairement une équation homo- 

gène , elle n'a , à proprement parler, qu'une seule inconnue -, 

et la substitution de x t + y â la place de * , et de z t + u à 

, X & -4- Y 

la place de j8 , revient à substituer immédiatement — à 

z p + u 

la place de l'inconnue de cette équation j or celte formule est 
l'expression générale des fractions convergentes qui résultent 
d'une fraction continue , dans laquelle 9 représente successi- 

V X 

vementles dénominateurs de cette fraction, et-, - , sont les 

1 u z 

» 

deux fractions successives qui précèdent la fraction , 

' z 9 + u 

comme il résulte de la théorie connue des fractions continues. 

Ainsi il paroît que Fontaine a cherché à exprimer le rapport 

entre les quantités * et j8, qui est le même que celui entre les 

quantités a et b , par les fractions convergentes dépendantes 

des fractions continues ; mais la difficulté consiste à déterminer 

les valeurs de p lorsque la fraction - n'est donnée que par une 

o 

équation. V oyez ci-dessus la Remarque IV ( n°. 78 ). 

Je me suis un peu étendu sur l'analyse de la méthode de 
Fontaine , parce que je ne connois jusqu'à présent que deux 
Auteurs qui en aient parlé , d'Alembert dans l'Encyclopédie , au 
mot Equation , et Condorcet dans l'Histoire de l'Académie des 
Sciences pour les années 1771 et 1772 , et que l'un et l'autre se 
sont contentés de jeter des doutes sur cette méthode, sans 
donner les moyens de l'apprécier. 
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NOTE VIII. 

Sur les limites des racines des équations , et sur les 
caractères de Iq réalité de toutes leurs racines. 

Ij a recherche des limites des racines est le premier problême 
qui se présente dans la théorie des équations , après celui de 
leur résolution générale. Comme cette résolution est bornée 
jusqu'ici au quatrième degré, et comme il est démontré, par la 
considération des fonctions des racines ,' que si elle est possible 
au-delà de ce degré, ce ne peut être qu'en résolvant des équa- 
tions d'un degré beaucoup plus élevé j ce qui donneroit des 
expressions intraitables par leur complication : on peut dire 
que c'est du problême des limites que dépend maintenant 
tout l'art de résoudre les équations. En effet , dès qu'on a 
trouvé des limites particulières pour chaque racine , on peut 
les resserrer par des substitutions successives , et approcher 
ainsi de la valeur de la racine autant que l'on veut. 

On a senti avant la fin du siècle dernier la nécessité de s'oc- 
cuper de ce problême , et dès qu'on eut trouvé que l'équation , 
formée en multipliant chaque terme d'une équation donnée par * 
l'exposant de son inconnue , renferme les conditions de l'égalité 
des racines de Ja proposée , on découvrit bientôt que les racines 
de cette même équation ainsi formée étoient les limites de celles 
de l'équation primitive. On sait que Hudde est l'auteur de la 
première de ces deux importantes découvertes j et je crois que 
la seconde est due a Rolle , qui l'a donnée dans son Algèbre , 
imprimée en 1690 , et qui en a fait la base de sa méthode des 
Cascades. Suivant cette méthode , les limites des racines d'une 
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équation dépendent d'une équation d'un degré inférieur d'une 
• unité , et les limites des racines de celle-ci dépendent de même 
d'une autre équation d'un degré moindre d'une unité , et ainsi 
de suite ; de sorte que , pour parvenir aux limites des racines 
de l'équation proposée , il faut résoudre des équations diffé- 
rentes et successives , qui vont toujours en baissant d'un degré. 
Voyez l'analyse démontrée de Reyneau , où cette méthode est 
exposée avec beaucoup de détail. Mais la longueur du calcul 
qu'elle demande , et l'incertitude qui naît des racines imagi- 
naires, l'ont fait abandonner depuis long-temps j et l'on auroit 
peut-être été obligé de renoncer à avoir une méthode générale 
pour résoudre les équations , si on n'avoit pas trouvé , pour 
déterminer les limites des racines , un moyen indépendant de la 
résolution de toute équation , comme on l'a vu dans le Chapitre 
premier et dans la Note IV e . 

La considération des maxima et minima des lignes parabo- 
liques a conduit Stirling à une méthode pour déterminer le 
nombre et les limites des racines réelles du troisième et du 
quatrième degré , laquelle a été généralisée par Euler dans son 
Calcul différentiel. Cette méthode revient à celle de Rolle dans 
le fondj mais elle embrasse également les racines réelles et les 
racines imaginaires , et pourroit fournir des formules générales 
pour distinguer ces racines dans les équations du cinquième 
degré , au moyen des racines du quatrième. 

La même considération a fait trouver à de Gua une méthode 
, pour déterminer les caractères de la réalité de toutes les racines 
d'une équation quelconque. ( Mémoires de l'académie des 
Sciences , année iy4i ). 

Nous avons vu que ce problême peut se résoudre aussi par 
le moyen de l'équation , dont les racines sont les carrés des 
différences entre les racines de l'équation donnée j mais cette 
solution est fondée sur la forme même des racines imaginaires , 
au lieu que la théorie de de Gua est indépendante de cette 
forme j et sa méthode a de plus l'avantage de n'exiger que 
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le calcul d'équations de degrés inférieurs à celui de l'équation 
proposée. 

Comme ces différentes méthodes sont intéressantes par elles- 
mêmes, et encore plus par l'usage dont elles peuvent être dans 
plusieurs occasions , j'ai cru qu'on seroit bien aise de les trouver 
ici réunies , et déduites d'une même théorie , fondée unique- 
ment sur les premiers principes de l'analyse des équations. 

Soit en général F * une fonction rationnelle et sans diviseur, 
telle que 

x m + A + B x— 1 + C*— 3 + &c. + V; 

si on nomme * , £ , y , &c. les racines réelles de l'équation 
F x = o , c'est-à-dire les valeurs de * qui peuvent satisfaire 
à cette équation , on aura l'équation identique 

F x = (x — * ) ( * — fi) (* — y) X /*, 

f x étant une pareille fonction de x , mais d'un degré moindre 
que m, et qui ne pourra jamais devenir nulle ni négative, 
quelque valeur qu'on donne à x ( Note II ). 

Cette équation devant avoir lieu , quelle que soit la valeur 
de x , elle aura lieu aussi en mettant * + i à la place de x , 
quelle que soit la valeur de i j donc , développant les fonctions 
suivant les puissances de i , il faudra que tous les termes affectés 
d'une même puissance de * se détruisent mutuellement j ce 
qui donnera encore autant d'équations identiques qu'on pourra 
trouver ainsi par le développement actuel. Mais comme ces 
nouvelles équations ne sont autre chose que celles que nous 
avons appelées dérivées dans la Théorie des fonctions , nous 
emploierons ici, pour plus de simplicité, la notation et l'algo- 
rithme de cette théorie } et l'application que nous allons en faire 
aux équations fournira un nouvel exemple de son usage dans 
l'algèbre , dont elle n'est proprement qu'une branche. 

Désignons , pour abréger , par t x la fonction 

(x-*) (*-.*)(*->)(*-/) 

on aura l'équation identique F * = 9 x x / x 3 d'où l'on 
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tirera sur-le-champ L'équation dérivée 

F * = #' x x /* + P^x/'arj 
et l'on trouvera 

/)..,. + (x— «)(x— y)(x— /) 

+ «) (* (*—/).. . . + (x— *) (*-^|) . . . 

+ &c. 

Supposons que les racines *, fi, y, &c. soient rangées par 
ordre de grandeurs , en commençant par les plus grandes posi- 
tives , et finissant par les plus grandes négatives. Il est facile 
de voir, par la nature de la fonction t' x , qu'en faisant x = *, 
on aura <p' x > o , qu'en faisant * = on aura p' x < o , qu'en 
faisant x — y , on aura 9' x > o , et ainsi de suite. D'un autre 
côté , en faisant x = *, j3 , &c. on a toujours « x = o , 
et / x > o , par la nature de ces fonctions. Donc 
x = * donnera F' x > o 

* = » F' x < o 

x = y F' * > O 

et ainsi de suite. 

Or, en prenant la fonction dérivée du polinome F x , on a 
T'x = mx m - > + (m—i)Ax K — + (m — 2) Bx"- 3 + &c.+ Tj 
donc l'équation F' x = o , qui est du degré m — 1 , aura néces- 
sairement des racines réelles qui tomberont entre les valeurs 
des racines * et £ , j8 et y , y et «T, &c. ( Note l re ). 

Désignons par «,,£,,}',, &c. les racines réelles de l'équation 
F' x = o , et l'on démontrera de la même manière que 
x = «t, donnera F" x > o 

* = /3, F" x < o 

* = >, F ' x > o 

et ainsi de suite. 
D'où il s'ensuit que l'équation F" x = o , dans laquelle 
F"x = m (m — 1) x m ~" + (m — 1 ) (m — 2) A x m ~ s 
+ ( m — 2 ) (m — 3) B x"" 4 + &c. + 2 S, 
aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs 
des racines *, et /3, , /3, et y, , &c. et ainsi de suite. 

U 
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H résulte de ces formules , différentes conséquences que nous 
allons développer. 

Si l'équation primitive F x — o a deux racines égales , l'équa- 
tion dérivée F' x — o aura une racine qui , devant tomber entre 
ces deux , leur sera encore égale j par conséquent , le facteur 
qui contiendra cette racine , sera un diviseur commun des deux 
polinomes F * et F * $ ce qui est d'ailleurs évident , parce que 
le polinome F x contenant le facteur carré ( x — * )' , le poli- 
nome F' * contiendra encore le facteur simple x — <*. Ainsi 
l'équation F* * = o renferme la condition pour qu'une des 
racines de l'équation F x = o soit double. 

On prouvera de la même manière que , si l'équation F x ses o 
a trois racines égales, le facteur qui contiendra cette racine 
sera un diviseur commun des trois polinomes F x , F' x et F' x t 
et que les deux équations F' x = o , F' x — o contiennent les 
conditions pour que l'équation F * = o ait trois racines égales, 
et ainsi de suite ; ce qui donne les théorèmes connus sur les 
racines égales. 

Considérons d'abord les racines réelles de l'équation F x = o , 
en tant qu'elles peuvent être positives ou négatives , et suppo- 
sons qu'elle en ait un nombre p de positives , et un nombre q 
de négatives. Donc l'équation F' x = o aura nécessairement 
p — 1 racines réelles positives , q — 1 racines réelles négatives , 
et de plus une racine réelle qui pourra être positive ou néga- 
tive } car puisque , entre deux racines consécutives de l'équa- 
tion F x = o , il en tombe nécessairement une de l'équation 
F' * = o ' } il en tombera p — 1 positives entre les p positives, 
q — 1 négatives entre les q négatives , et une entre la plus 
petite positive et la première négative , qui pourra être positive 
ou négative. 

Donc , si l'équation F x = o a plus de racines positives que 
l'équation F' x — o , elle ne peut en avoir qu'une de plus , et si 
elle a plus de racines négatives que celle-ci , elle n'en peut avoir 
qu'une de plus. 

Y . 
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Or , comme toute équation a toujours un nombre pair ou 
imnair Je ratines positives, suivant que son dernier terme est 
positif ou négatif ( Note II ) , il s'ensuit que si les derniers 
termes sans x des équations Y x = o , F' x = o , sont de même 
bi-^ne , l'équation F x ne pourra pas avoir une racine positive 
de plus que l'équation F' x — o ; donc , dans ce cas , elle ne 
puurra avoir qu'une racine négative de plus que cette dernière 
équation , et par conséquent aussi elle ne pourra avoir une racine 
positive de plus que celle-ci , que dans le cas où les derniers 
termes des mêmes équations seront de signe différent. 

Donc en général l'équation Fi-o ne pourra avoir qu'une 
racine positive ou négative de plus que l'équation F' x = o, 
suivant que leurs derniers termes seront de signe différent ou 
de même signe. Par la même raison , l'équation F' x = o ne 
pourra avoir qu'une racine positive ou négative de plus que 
l'équation F" x = o , suivant que leurs derniers termes seront 
de signe différent ou de même signe , et ainsi de suite. 

Or on voit , par les formules ci-dessus , que le dernier terme 
de l'équation F x = o est V , que le dernier terme de l'équa- 
tion F' x = o est T, que le dernier terme de l'équation F" x = o 
est a S , et ainsi de suite j de sorte qu'en prenant ces équa- 
tions à rebours , la ( m — i )""• aura pour dernier terme 
2.3. .. . ( m — i)A, la(//i — a )""• aura pour dernier terme 
2.5.... (m — 2 ) B, la (m — 3) cm ' aura 2.3. . . . ( m — 3) C 
pour dernier terme , et ainsi de suite. Mais la ( m — 1 équa- 
tion ou F * " ~ 1 J x = o , devient 

2.3.4.... m x + I.2.3.... (m — 1 ) A 1 = o. 

A 

qui a , comme l'on voit , la racine positive ou négative — — , 

suivant que A est négatif ou positif. Donc la ( m — 2 ) tme équation 
ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que 
celle-ci , qu'autant que B sera de différent ou de même signe 
que A. De même , la ( m — 3 Y a * équation ne pourra avoir une 
racine positive ou négative de plus que la ( m — 2 ) e "*, qu'autant 
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que C sera de différent ou de même signe que B , et ainsi de 
suite. 

D'où l'on peut conclure que l'équation F .r = o , ou 

x m + A *"-« + B r"*' -f C .t"- 3 + &c. + V = o 
ne peut avoir plus de racines positives ou négatives qu'il y a 
dans cette équation de termes consécutifs de différent ou de 
même signe , c'est-à-dire que de variations ou de permanences 
de signes ; par conséquent , si l'équation a toutes ses racines 
réelles , elle aura précisément autant de racines positives que 
de variations , et autant de négatives que de parmanences. 

C'est-là le fameux théorème de Descartes , que les Anglais 
attribuent à Harriot r et dont on a différentes démonstrations 
données par De Gua dans les Mémoires de Paris , par Segner 
et Epinus dans ceux de Berlin , par Kestner dans le Commen- 
taire sur l'Arithmétique de Newton , &c. J'ai rapporté la pré- 
cédente, parce qu'elle découle naturellement de notre anatyse'; 
cependant la plus simple de ces démonstrations est celle que 
Segner a donnée dans les Mémoires de Berlin de l'année 1766 , 
et qu'il avoit déjà donnée en 1718 dans une lettre imprimée 
à Jena. Elle consiste simplement à faire voir qu'en multipliant 
une équation quelconque par x — a , on augmente d'une un'ué 
le nombre des variations de signe , et'qu'en la multipliant par 
x -+• a , on augmente le nombre des permanences , quelle que 
soit la valeur des coefticiens de l'équation. 

Nous allons considérer maintenant les racines de l'équa- 
tion Fi = o comme réelles ou imaginaires. 

Soient, comme ci-dessus, * » £ , y, &c. les, racines réelles 
de l'équation F x .'= o , et *, , $, , y, , &c. les racines réelles de 
l'équation F' x = 0, cés racines étant rangées par ordre de 
grandeur. Je dis que des racines * , j8 , y , &c. il ne peut y en 
avoir qu'une qui soit plus grande que *, , qu'une qui tombe entre 
*, et H , , qu'une qui tombe entre /3, et y,, et ainsi de suite; et enfin 
une seule plus petite que la pjus petite des quantités «, , 0, , &C. 
car si « et /3 , par exemple , étoient à la fois plus grandes que *, , 

Y a 
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comme entre les deux racines * et fi il doit tomber nécessai- 
rement une racine de l'équation F' x = o , cette racine seroit 
alors plus grande que *, ; donc *, ne seroit plus la plus grande 
des racines de F x = o, comme on le suppose. De même, si 
deux racines fi et ? tomboient à la fois entre les deux *, et fi, , 
comme entre fi et y il doit nécessairement tomber une racine de 
l'équation F' * = o , cette racine tombèrent aussi entre *, et fi, , 
contre l'hypothèse , puisque celles-ci sont supposées se suivre 
relativement à leur grandeur , et ainsi de suite. Enfin si plusieurs 
des racines * , £,7, & c « se trouvoient plus petites que la plus 
petite des racines *, , fi, , y, , &c. comme il tomberait nécessai- 
rement entr'elles des racines de l'équation F' x = o, ces racines 
seraient donc encore plus petites que la plus petite des mêmes 
racines y t , &c. ce qui ne se peut. 

Or , puisqu'on a en général 

F * = (* — O (x - fi) (x — y) x fx, 

il est clair qu'en substituant <t, au lieu de x, si aucune des 
racines * , fi , y , &c. n*est plus grande que *, , la valeur de 
F .r sera positive j et si la seule racine * est plus grande que *, , 
la valeur de F x deviendra négative , puisque , dans le premier 
cas , tous les facteurs simples seront positifs , et que , dans le 
second, il n'y en aura qu'un de négatif , le polinome/* con- 
servant toujours une valeur positive. 

Supposons ensuite qu'on substitue fi, au lieu de x , et si 
aucune des racines * , fi , 7 , &c. ne tombe entre *, et fi, ,. 
cette substitution donnera une valeur de F * de même signe 
que la substitution de « j mais elle donnera une valeur de signe 
contraire si une des racines tombe entre *, et fi,. Car il est 
visible que tout produit , comme («,-—«)(*, — *) est toujours 
nécessairement positif, tant que la quantité * est à la fois plus 
grande ou plus petite que chacune des quantités *, , fi, j qu'au 
contraire , il est nécessairement négatif si la quantité * se trouve 
entre les deux quantités *, et fi, , c'est-à-dire plus grande que 
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l'une d'entr'elles et plus petite que l'autre. Or , la substitution 
de *, , au lieu de x dans F x , donne 

( *, — *) (*, — fi) (*, —>).... x 
et la substitutiondej8.au lieu de x dans la môme fonction , donne 

(*, — *) (|, ~ A) - >) Mi 

donc le produit de ces deux quantités } savoir , la valeur d« 
F «, X F 0, , sera de la forme 

(*,— *) 03 .— *) (*.— *)(*,— I) (*, 7 ->)G»,'->)-..- X/*, X/H,. 
Donc ce produit sera positif si aucune des quantités *,£,>, &c. 
ne tombe entre les quantités *, , j8, j et il sera négatif si une 
seule des quantités «t , fi , y , &c. tombe entre les quantités «t, , /3, , 
puisque les quantités f «t, et f fi, sont toujours essentiellement 
positives j par conséquent , les valeurs de F *, et de F fi, seront 
de même signe dans le premier cas , et de signe diflërent dans 
le second. 

On démontrera de la même manière que la substitution 
de y, au lieu de x dans F x , donnera un résultat de même 
signe ou de signe contraire à celui de la substitution de fi, , 
suivant qu'aucune des racines *, j3, >, &c. ne tombera entre 
«, et y, , ou qu'il en tombera un» , et ainsi de suite. 

Enfin , si on désigne par v, la dernière en grandeur des racines 
«t > #1 9 >i« & c - °n trouvera , par l'expression de F x en facteurs, 
que le résultat de la substitution de u, au lieu de x dans F x , 
sera positif ou négatif, suivant qu'aucune des racines *, fi , y , &c. 
ne sera plus petite que u, , ou qu'il y en aura une plus petite 
que v, , le nombre de ces racines étant pair ; et que , lorsque 
ce nombre sera impair , le même résultat sera , au contraire , 
positif ou négatif, suivant qu'une des mêmes racines sera plus 
petite que u, , ou qu'aucune d'elles ne sera moindre que 
Or comme le nombre des racines imaginaires est toujours pair, 
le nombre des racines réelles &c. de l'équation 

Fx = o, sera nécessairement pair ou impair , suivant que le 
nombre total des racines, c'est-à-dire le degré « de l'équation, 
sera lui-même pair ou impair. 
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On pourra donc toujours juger de la nature des racines d'une 
équation quelconque de degré m , F x — o par celles de 
l'équation dérivée F' x = o, qui est toujours d'un degré moindre 
d'une unité. Car aj'ant les racines réelles *, , j8, , >, , &c. «, de 
colles-ci , qu'on suppose rangées par ordre de grandeur , il n'y 
aura qu'à les substituer successivement , au lieu de x , dans 
l'équation proposée} et on en conclura, i°. qu'elle aura ou 
n'aura pas une racine plus grande que *, , selon que F *, sera 
< ou > o. 

3°. Qu'elle aura ou n'aura pas une racine comprise entre 
«, et j8, , selon que F £, sera de signe différent ou de même signe 
que F 

3°. Qu'elle aura ou n'aura pas une racine comprise entre 
fi, et y, , selon que F y, sera de signe différent , ou de même 
signe que F 0 , et ainsi de suite. 

Et qu'enfin elle aura ou n'aura pas une racine plus petite 
que u, , selon que v t sera positif ou négatif dans le cas de m 
impair , et négatif ou positif dans le cas de m pair. 

Ainsi on connoîtra par ces règles , non-seulement le nombre 
des racines réelles de la proposée , mais encore leurs limites ; 
et si on veut compléter ces limites à l'égard des racines plus 
grandes que *, ou plus petites que w, , il n'y auroit qu'à cher- 
cher encore , par les méthodes du n°. î a , les limites des racines 
positives et des racines négatives de l'équation proposéè. 

Nous remarquerons ici , à l'occasion des règles données dans ce 
numéro d'après Newton et Maclaurin , pour trouver ces limites , 
que Rolle les connoissoit déjà , comme on le voit par les cha- 
pitres V et VI du second livre de son Algèbre. 

Nous avons supposé jusqu'ici que l'équation proposée pouvoit 
avoir des racines imaginaires mêlées avec les réelles } exami- 
nons présentement ce qui doit résulter de la supposition que 
toutes ses racines soient réelles. 

Il est d'abord évident que l'équation F x = o du degré m , 
aura m racines réelles , et que l'équation dérivée F' x = o du 
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degré m — i , aura aussi nécessairement m — 1 racines réelles , 
puisque , entre deux racines réelles consécutives de l'équation 
F * = o , il tombe toujours une racine réelle de l'équalion 
F' x = o. Par la même raison , la seconde équation dérivée 
F" x = o aura aussi nécessairement toutes ses racines réelles, 
et ainsi de suite. 

Ainsi la première condition pour qu'une équation ait toutes 
ses racines réelles , est que ses équations dérivées aient aussi 
toutes leurs racines réelles j mais celles-ci pourroient avoir 
toutes leurs racines réelles , sans que l'équation primitive en 
eût aucune. 

Supposons donc que les m — i racines , /8, , y, , &c. de 
l'équation F' x = o soient toutes réelles , et voyons quelles 
sont les conditions nécessaires pour que les m racines y, &.c. 
de l'équation F x = o soient aussi nécessairement réelles. 
Puisque nous avons démontré en général que les racines 
réelles de l'équation F x = o ne peuvent tomber plus d'une 
à la fois dans chaque intervalle entre deux racines consécu- 
tives de l'équation F' * = o, et qu'il ne peut y en avoir 
aussi qu'une plus grande et une plus petite que la plus grande 
et la plus petite de cette équation j il est encore évident que , 
lorsque ses racines sont toutes réelles , et au nombre de m , 
elles doivent nécessairement être telles que * soit plus grande 
que *, , que £ tombe entre a, et /3, , que y tombe entre /S, et y, . 
et ainsi de suite. Au contraire , si elles n'étoient pas toutes 
réelles , comme le nombre des réelles ne pourroit alors surpas- 
ser m — 2 , et seroit , par conséquent , moindre que celui des 
racines *, , j8,, y, , &c. il est visible que la même disposition ne 
pourroit plus avoir lieu , et qu'il y auroit nécessairement quelque 
intervalle entre ces dernières racines , dans lequel il ne tomberoit 
aucune de celles de l'équation F * = ou au moins qu'aucune 
de celles-ci ne seroit plus grande ou plus petite que la plus 
grande ou la plus petite des racines <t, , j8, , y, , &c. 

Donc , par ce qui a été démontre ci-dessus , si on substitue 
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successivement au lieu de x dans F x toutes les racines 
• *i> 0t>>. > &c. on aura nécessairement dans le premier cas 
F *, < O, F j», > O, F y, < o, &c. 
et, dans le second cas, il y aura une ou plusieurs de ces condi- 
tions qui n'auront pas lieu. 

D'un autre côté , en substituant successivement les mêmes 
racines &c dans la seconde fonction dérivée F" x , 

on aura toujours , comme on l'a vu plus haut , 

F", -,-> o, F* /3, < o , F' y x > o, &c. 
Dono , en combinant ces conditions avec les précédentes , on 
en conclura que , lorsque les racines de l'équation donnée 
F * = o sont toutes réelles , les quantités F *, x F ' «, , 
F )3, x F" /S. , F y, X F" y, , &c. seront toutes négatives, et 
qu'au contraire il y en aura nécessairement de positives si l'équa- 
tion donnée a des racines imaginaires. 

On auroit lè même résultat si on considéroit les quotiens 
F «, F /3, 

i^r -1 > ^rr > & c * et en général des fonctions de la forme 

F *, f a, 

M ( F *, r ( F -, y , M ( F jS, f ( F *, )' , &c. M étant un coeffi- 
cient positif ou une fonction quelconque essentiellement posi- 
tive , et p , r des nombres éntiers impairs positifs ou négatifs. 

Or, si on fait F* x F"*==y,ou engénéra!M(Fx)' 4 x(F xy=y y 
et qu'on élimine ensuite x au moyen de l'équation F' x — o , 
dont les racines sont *, , fi, , y, , &c. on aura une équation 
en y du même degré que cette équation , et dont les racines 
seront les valeurs de y , qui résulteraient de la substitution 
successive des racines «.,#,,>,, &c. à la place de x. Donc 
si ces valeurs sont toutes négatives , l'équation en y n'aura 
que des racines négatives , et par conséquent tous ses termes 
auront le signe plus. Et réciproquement si tous les termes de , 
cette équation ont le signe plus , elle n'aura que des racines 
négatives, et les valeurs de y seront toutes négatives. 

On peut conclure de-là que les caractères de la réalité des 
racines de l'équation F x = o , sont que l'équation dérivée 

F x 
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F' x = o ait toutes ses racines réelles , et que l'équation en y 
résultante de l'élimination do x , au moyen de cette dernière 
équation et de l'équation F x X F* = f ,'ou M (F*/* (F*) '—y, 
ait tous ses termes positifs. 

En appliquant les mêmes raisonnemeus à l'équation dérivée 
F x — o , on en conclura aussi que les caractères de la réalité 
de ses racines , sont que la seconde équation dérivée F" x = o 
ait toutes ses racines réelles, et que l'équation en y résultante 
de l'élimination de x , par le moyen de celle-ci et de l'équa- 
tion F' x x F'" * = y , ait tous ses termes positifs , et ainsi do 
suite. 

Donc enfin , pour avoir tous les caractères de la réalité des 
racines de l'équation F x = o, on fera , i°. y = F x x F"x , 
et on éliminera x , au moyen de l'équation F' x = o j on aura 
la première équation en y. 

a°. On fera y = F' x x F'" x , et on éliminera x , au moyen 
de l'équation F" * = o; on aura la seconde équation en y. 

F" x 

3°. On fera y = F* x X T ir x> ouy = ^77^ , et on élimi- 
nera * , au moyen de l'équation V" x = o j on aura la troisième 
équation en y ; et ainsi de suite. 

Ces équations en y seront au nombre de m — 1 , si l'équa- 
tion primitive F x es o est du degré m , parce que la /»"*• 
fonction dérivée de F * ' sera constante , et ne contiendra 
plus x. 

Cela posé , les caractères de la réalité des racines de l'équa- 
tion F x = o se réduiront à ce que tous les termes de ces 
différentes équations en y soient positifs , c'est-à-dire du mémo 
signe que le premier dans chaque équation. 

Or il est aisé de voir que l'équation F * = o étant du degré m, 
les fonctions dérivées F' * , F" * , &,c. seront successivement 
des degrés m — 1 , m — a , &c. et que les équations en y 
seront aussi de ces mêmes degrés î elles fourniront , par consé- 
quent , chacune adulant de conditions : de sorte que le nombre- 

Z 
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total des conditions sera m — i + m — 2 + m — 3 + &c. 

on 1 + 2 + 3 + &c. + m — 1 = — -. Ainsi le 

3 

nombre des conditions qu'on a par cette méthode, est encore 
égal à celai qui résulte de l'équation des différences; ce qui 
est d'autant plus remarquable , que , dans les équations du 
troisième et du quatrième degré , les conditions de la réalité 
des racines sont réductibles à un moindre' nombre , comme on 
l'a vu (n°. 3 7 ). 

Mais la méthode précédente a cet avantage , que les condi- 
tions trouvées pour la réalité des racines des équations d'un 
degré quelconque , peuvent servir pour tous les degrés plus 
élevés ; ce qui n'a pas lieu à l'égard de celles qui résultent des 
équations des différences. Ainsi on pourroit facilement cons- 
truire des tables qui contiendroient successivement les carac- 
tères de la réalité de toutes les racines , en commençant par 
l'équation du second degré , et remontant successivement aux 
équations plus élevées. 

Pour donner un essai de ces tables , nous commencerons par 
la fonction la plus simple de x , qui est x" ou 1 , que noas 
désignerons par X , et nous remonterons successivement aux 
fonctions primitives , que nons désignerons par X,, X„, X,,,, &c. 
en sorte que X sera la fonction dérivée de X, , X, la fonction 
dérivée de X„ , et ainsi de suite. Nous aurons ainsi , en multi- 
pliant ces fonctions par les nombres 2,5,4, &c. pour éviter les 
fractions , et ajoutant successivement les constantes A, B, C,&c. 
X = 1 
X, = * + A 
2 X„ = ** 4- 2 A x + B 
a.3 X„, = * 3 + 5 A *'+ 3 B * + C 
3.3.4 X/r= «* + 4A*'+ 6 B + 4 C * + D 
&c. 

Maintenant , pour l'équation du second degré , 

+ îAï + Bso, 
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on fera _y =: a X X„ = i' + 2 A * + B ; et on éliminera x , 
au moyen de l'équation X' = o , ou * + A = o , on aura 
l'équation en y 

y + A» — B = o. 

Donc A' — B > o sera la condition de la réalité des racines 
de l'équation proposée. 

Pour l'équation du troisième degré 4 

*' + 3 Ai* + 3B* + C = o, 
on aura d'abord la condition' précédente j ensuite on fera 
y — 2 . 3" X, X,, ; savoir , 
y = (,.+ A) (i 5 + 3Aï' + 3Bx + C) 

sx ar'^A* 1 + 3(A* + B)* t + (3AB + C)*-f-AC > 

et on éliminera * , au moyen' de l'équation X„ = o , ott 
x* -H 2 A * ■ + B ■ = o j on trouvera cette équation en y du 
second degré 

y* + a ( A a — b) y + o'B-aaiA + &* = o, 
en faisant pour abréger 

* * î. A 1 - 3 A B- + C 

* » A' B — 1 B' + A Cj 

ainsi on aura de plus ces deux conditions 

A a — ô >o, a* B — a a b A + V > o. 
Pour l'équation du quatrième degré 

+ 4 A x 3 + 6 B m* + 4 C * + D = o, 
on aura d'abord les trois conditions précédentes } ensuite on 
fera 

y = (x t + *Ax + B)(x* + iAx> + 6Bx* + 4Cx + D) 
et on éliminera x , au moyen de 1 équation X y// = o , ou 
x 3 + 5Ax' + 3B* + C= o,on aura une équation en y du 
troisième degré, qui, étant représentée pary 3 + My* + Ny + P = o, 
donnera de plus les trois conditions 

M > o, N > 0, P > o, 
et ainsi de suite. 
Au reste , nous ne devons pas oublier une très-belle consé- 

Z 2 
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quence que de Gua a tirée de sa théorie j voici en quoi elle 

consiste. 

Si , dans l'équation F = o , on substitue a + z à la place 
de x , on a , par la formule du développement des fonctions , 
la transformée 

F a + F a z + — *• + — z 5 + &c. + z" = o, ■ 

2 2.0 

dont on peut faire disparoître nn terme quelconque , contenant , 
par exemple , la puissance z" , en déterminant a de manière 
que l'on ait F' a = o. Or, nous venons de voir que si toutes les 
racines de l'équation P * sas o sont réelles , les valeurs de 
F" -1 x et F" + ' * sont nécessairement de signes contraires pour 
toutes les valeurs de x qui résultent de l'équation F* x — o ; 
donc aussi les valeurs de P -1 a et de F"" 1 *' a seront de signes 
contraires pour toutes les valeurs de a résultantes de l'équa- 
tion F"' a -— o. D'où il s'ensuit que si on fait évanouir un terme 
quelconque de la transformée en z , les deux termes voisins 
auront nécessairement des signes differens , si la proposée a 
toutes ses racines réelles j par conséquent , elle aura des racines 
imaginaires , si les termes voisins de celui qui disparoît ont les 
mêmes signes j et de-là on peut conclure aussi que toute équa- 
tion à qui il manque des termes , a nécessairement des racines 
imaginaires , si les termes voisins de ceux qui manquent sont 
de même signe. 
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NOTE IX. 

Sur la forme des*racines imaginaires* 

• 

Lorsqu'on eut trouvé les formules générales des racines des 
équations du troisième et du quatrième degré , on remarqua 
que les racines imaginaires de ces équations se réduisoient , 
comme celles des équations du second degré , à la forme 
p + q V — 1 » P et 9 étant des quantités réelles ; et on fut 
porté à conclure que les racines imaginaires de toutes les équa- 
tions étoient toujours réductibles à la même forme. Cependant 
on ne pouvoit pas adopter cette proposition générale sans 
démonstration; et ce n'est qu'après plusieurs tentatives qu'on 
est parvenu à s'en convaincre par des preuves rigoureuses. 
Comme ce point de la théorie des équations est un de ceux 
dont les Géomètres se sont le plus occupés dans ce siècle , j'ai 
cru qu'on ne seroit pas fâché de trouver ici un exposé succinct 
des différentes recherches qu'il a occasionnées. 

D'Alembert est le premier qui ait envisagé cette question 
d'une manière générale dans sa Pièce sur les Vents et dans le3 
Mémoires de l'Académie de Berlin, pour Tannée 1746. 

Il démontre d'abord qu'une quantité algébrique' quelconque 
composée de tant d'imaginaires qu'on voudra , de la forme 
a + b y/ — 1 , peut toujours se réduire à la même forme. 
Cela se voit facilement pour les quantités formées par multipli- 
cation , division , et élévation aux puissances entières : on pour- 
roit le démontrer en général pour les quantités de la forme 
(a + b y/ — par le développement ordinaire du 

binôme j mais , pour avoir des expressions finies , d'Alembert 
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emploie d'une manière ingénieuse la différentiation et l'intégra- 
tion , en faisant varier les quantités a , 6 t p et f dans 
l'équation 

(a + b \/ — —p + ? j/ - i, 

Cependant il faut avouer que l'emploi du calcul différentiel 
est peu naturel dans une question comme celle-ci, où la con- 
sidération des infiniment petits ou des fluxions est tout-à-fait 
étrangère , puisqu'il ne s'agit que d'une simple transformation 
algébrique. Mais les fonctions dérivées se présentent , au con- 
traire , très-naturellement , et offrent même ici un des exemples 
les plus propres à montrer l'usage de leur algorithme dans 
l'algèbre. 

En effet , si on considère l'équation identique 

(* + y V — iy+m*~* =. p + 9 y/ — 1, 
en regardant y comme une fonction donnée de x , et p , g* 
comme des fonctions inconnues de * qu'il s'agit de déterminer. 
Les fonctions dérivées des deux membres formeront encore une 
équation identique j on aura ainsi 

(/7ï + n^i)(*+^/--i>»-»+^-»(i+ <y V---i)=/+yV-- ï i 
divisant cette équation par l'équation primitive , on aura 

(m+ ny~ 1) (1 +y^i) p'+ g'V— v 

* + y V — 1 p + q V — 1 ' 

équation qui sera , par conséquent, encore identique. 

Qu'on multiplie le haut et le bas de la fraction du premier 
membre par a? — y — 1 , et le haut et le bas de la fraction 
du second membre par p — g V — 1 pour faire disparoître le 
radical y/ — 1 du dénominateur , et qu'ensuite on compare la 
partie réelle du premier membre avec la partie réelle du second, 
et l'imaginaire avec l'imaginaire, on aura ces deux équations 

m(x + yy') — n (xy'—y) = p p' + g g' 

*• + y % p' + r 

n (* ^ y y') + m (xy'—y) p g' g p' 
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Qu'on prenne maintenant les fonctions primitives , on aura , 
en désignant par / les logarithmes hyperboliques, et par A tang. 
l'angle de la tangente , 

ml y/ (*' + .?*) — nAtang^ = /. / (/»" + ? a ) + K » 

x 

ni. y/ (**+ v 1 ) + m A tang y - = A tang - + H, 

x p 

R et H étant deux constantes arbitraires qu'il s'agit de déter- 
miner conformément à l'équation primitive donnée. Or , en 
faisant dans cette équation y = o et « = 1, on 87 = 0 
et p = 1 j et ces suppositions étant introduites dans les équa- 
tions précédentes , donnent K = o et H = o. 

Si donc on fait pour plus de simplicité x = u cos z } y=m sin z , 
ce qui donne 

u = y/ (*' + y), tang 

x 

et ensuite 

p = r cos * , y = r sin $ , 

on aura 

l r — m l u — n z 
s — n l u + m z y 
et en repassant des logarithmes aux nombres 

r = u n <?-"', 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. 

Ainsi r et s , et par conséquent /? et q , seront des fonctions 
réelles , en supposant x , y , m , n , des quantités réelles. 

On peut , par ces formules , réduire à une forme réelle 
l'expression des racines des équations du troisième degré dans 
le cas irréductible. Car l'expression- générale de x dans 
l'équation 

* J — 3 M x — a N == o 
étant , comme l'on sait , 

V (N + V (N* - M 3 )) + V (N - / (N- - M 3 ) ) 
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laquelle, dans le cas irréductible où M 3 > N*, devient 

t/(N+ t/(M s — N«) ✓ — 0 + /(N— /(M 3 — N 1 )/— i), 

si on fait dans les formules précédentes 

x — N f y = y/ ( M 3 — N* ) , m— f, /» = o, 

t/ ( m 3 n« ) 

on aura u = }/ M s , tang * = - — - — — , et de-Iâ 

r = w* = V M , « = - ; donc on aura 

5 

V/(N=fc/(M , -N i )./-i) = v/M(cos^=fcsin^-i), 

et la somme des deux radicaux sera i y/ M. cos % 

ô 

%/ f m« n«) 

Or, comme à la même tangente — - — ^ — • — - répondent 

les angles r,z + 3A,z + 4 A > A étant l'angle droit , 

z 

l'expression a y/ M. cos ^ awra ces trois valeurs différentes 

J»l/M. cos -s, a i/M.cos + -g~)> fl |/M.C08^* + -^") 

qui seront les trois racines de l'équation proposée , et qu'on 
trouvera ainsi facilement par les tables trigonométriques. 

Au reste , il est bon de remarquer que , lorsqu'il ne s'agit 
que de radicaux pairs , on peut faire la réduction dont il s'agit 
par les simples opérations de l'algèbre ordinaire. En effet , soit 
la quantité s/ \a \ b \/ — î) à réduire j je considère la 
quantité 

*/ (a + b x/ — i) + V/ (a — b V — \ ) = «, 
f aurai en élevant au carré 

3 a + a %/ ( a» + b % ) = «■ , 
quantité toujours nécessairement positive en prenant le radical 
positivement ; donc ce sera une quantité réelle. 
Je considère ensuite la quantité 

^(a + by/ — i)— ^(a— b^ — I ) =* *, 
je trouve de même en carrant 

a a — a / (a» + £•) = *», 

quantité 
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quantité essentiellement négative } ainsi on aura i* = — V* , 
et t — V y/ — 1 , V étant une quantité réelle : de -là , on 
aura 

/ («=b b v - o v o- 

Considérons de même la quantité 

on aura en carrant 

^(a + i/-i) + a| /(a' + i')+/(a-*l/-0 

= -«-= u + a / (a* + ) 
quantité essentiellement positive , en prenant le radical positi- 
vement j donc , s sera une quantité réelle. 

Considérons ensuite la quantité 

|/(fl + ^- î ) — l / ( a -6/-i) = r 
on aura de la même manière 

^(a + 6/-i)-a^(a'+t') + y/ (a — b y/ — x) 

qnantité essentiellement négative j car «■ = a a + a y/ ( o» ■+• £") 

< 4 t/ ( a' + b % ) , et par conséquent « < 3 l/ ( a* + 
Donc , faisant r* = — S* , on aura r = S t/ — », S étant une 
quantité réelle $ donc 

et ainsi de suite. 

Ces réductions supposées , d'Alembert considère une courbe 
quelconque, dont l'ordonnée^ soit nulle , lorsque l'abscisse x 
est nulle ou infinie j et il observe que , quelle que puisse être 
l'équation de la courbe, on peut toujours, lorsque y est très- 
peiite , avoir la valeur de x en y , au moyen du parallélo- 
gramme de Newton , exprimée par une série très-convergrnte 

m r t 

de la forme * = a y" + b y* + c y" 4- &c. dans laquelle les ex- 
posans de^ sont imaginés aller en augmentant , et dont on peut 
toujours supposer que tous les termes sont réels , en faisant y 

Aa 
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positive ; car on peut toujours supposer que les y positives ré- 
pondent à la branche où les x sont réelles. 

En faisant y négative , les termes oùy se trouve élevé à des 
puissances fractionnaires dont le dénominateur est un nombre 
pair , deviennent imaginaires; et par le théorème précédent, ils 
seront toujours réductibles de la forme p + q y/ — i , p et q 
étant des quantités réelles. Donc , toute la série , et par con- 
séquent la valeur de x , lorsqu'elle devient imaginaire , sera 
aussi de la même forme tant que y sera très-petite. 

Maintenant , quelle que soit la valeur de x, pour wne y quel- 
conque , on peut toujours supposer x = p + q y/ — x t p et q 
étant des quantités indéterminées ; et comme cette valeur est 
réellement double , à raison du radical y/ — 1 , les quantités 
jp et q seront exprimées par deux équations qu'on aura en substi- 
tuant p + q y/ — 1 , au lieu de * , dans l'équation de la courbe , 
et égalant séparément à zéro la partie toute réelle de la trans- 
formée , et la partie multipliée par y/ — 1 , ces équations con- 
tiendront les quantités p et 7 mêlées ensemble ; mais on pourra , 
par les méthodes connues, les changer en deux autres, dont 
l'une ne renferme que p et y, et l'autre q et y. 

Or , si x n'est pas toujours de la même forme , p + q y/ — ! , p 
et q étant des quantités réelles pour toutes les valeurs d *y , soit a 
la plus grande valeur dey , pour laquelle x sera de celte forme , 
et soit p = b , q = c lorsque y — a. Supposons y = a + * , et 
p = b + r , q — c + « , en substituant ces valeurs dans les 
deux équations en p et q , on aura deux équations , l'une en r 
et i , l'autre en * et », dans lesquelles i — o donnera r = o , et 
« = o,et qui, par la démonstration précédente, donneront 
r et s de la forme p + q y/ — 1 1 lorsque i sera très-petite , si 
rets deviennent imaginaires. 

On aura donc alors r = * + jS v/ — 1 , s — y + l y/ — 1, 
«,/8,>, f étant des quantités réelles; donc 
p = b + * -f H y/ — 1 .', q — c + y .+ i y\ — 1 , 
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et par conséquent, * = £ + « — / -f ( fi + r + y ) \/ — i; 
c'est-à-dire de la même forme p + q y/ — l» 

Donc , a n'est pas , comme on l'a supposé , la plus grande 
valeur dey qui donne, a? de cette forme 5 donc , la valeur dex, 
lorsqu'elle est imaginaire , sera toujours de cette même forme , 
-quelle que soit la valeur de y. 

Cette conclusion générale s'applique naturellement aux équa- 
tions d'un degré quelconque , à une seule inconnue; car nom- 
mant x l'inconnue de l'équation , et supposant un quelconque 
des coefficiens , égal iy , on aura une équation entre x et y , 
dans laquelle y = o donnera x — o ou = 00 , et qui sera 
susceptible de la démonstration précédente. 

Donc , quelle qne soit la valeur du coefficient y , la valeur 
de s x , si elle devient imaginaire , sera de la forme p + q \/ — 1. 

L'équation ayant ainsi une racine imaginaire de cette forme , 
en aura nécessairement une autre de la forme p — qV — 1 » puis- 
que le calcul est le même pour les deux racines , à cause de l'am- 
biguïté du radical }/ — 1 j elle aura donc lès deux facteurs 
* — p — q \* 1, et* — p + q V — » » qui forment le facteur 
double réel ,** — a x p + p* + q* , et sera , par conséquent , 
divisible par ce facteur , ce qui l'abaissera à un degré moindre de 
deux unités ; et on pourra appliquer à cette nouvelle équation 
les mêmes raisonnemens et les mêmes conclusions ; et ainsi 
de suite. \ 

Si cette démonstration laissoit quelque nuage dans l'esprit, on 
pourroit la rendre plus satisfaisante et plus simple , de la manière 
suivante : 

Soit l'équation 

*" + A + B x— + &c. + V = o. 

que nous représenterons , pour plus de simplicité , par/* 4- V=o$ 
f x étant une fonction rationnelle et entière de x , qui contient * 
dans tous ses termes. Nous supposerons que cette équation n'ait 
point de racines réelles , parce que si elle en a , on peut les éliminer 
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en divisant l'équation par les facteurs simples réels qui résultent 

de ces racines. 

II est clair que si l'équation proposée n'a pas de racines réelles 
dans l'état où elle est, c'est-à-dire tant que ses coefticiens ont 
les valeurs données , elle peut en avoir en changeant seulement 
la valeur du dernier terme V ; car en prenant une quantité quel- 
conque K et faisant V = — /K , l'équation fx — /K = o aura la 
racine réelle K. Supposons donc qu'une des racines imaginaires 
de l'équation f x + V = o demeure imaginaire tant que la va- 
leur de V sera entre les limites a et b , de manière que x ait 
une valeur réelle * dans l'équation y x + a = o, et une valeur 
réelle /3 dans l'équation f x + b = o , et que la valeur de x 
soit imaginaire dans l'équation fx + a + ' = O , et dans l'é- 
quation fx + b — i s» o | i étant une quantité quelconque po- 
sitive , aussi petite qu'on voudra. Soit « + u la valeur imaginaire 
de * dans l'équation/ * + a + i — o , la fonction /* deviendra 
par la substitution de * + u à la place de * , / a + " /' a 

-i /'a + &c. par la formule connue du développement des 

fonctions } mais puisque « est la racine de l'équation fx + a — o, 
ona/* + a = o, donc a = — f * $ ainsi l'équation 
f x + a + i = o deviendra 

+ — £'* + &c. + i — o 

Or , si le coefficient / * n'est pas nul , il est évident qu'en 
supposant i une quantité très-petite , à volonté , on pourra ton- , 
îours avoir u par une série très-convergente et toute réelle } 

car on aura d'abord u = — , ensuite , en substituant cette 

/ * 

première valeur de u , on aura u = — - -v4» et ainsi de 

suite. Donc u sera une quantité réelle contre l'hypothèse. 
11 faudra donc , pour que u devienne imaginaire , que l'on 
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ait/* * =^Pj alors l'équation deviendra 

2 * 

et la première valeur , approchée de m, sera y/ — y^» l a Q ue ^ e 

sera réelle ou imaginaire, suivant que f « sera une quantité 
négative ou positive, puisque i est supposée positive. 

Si le premier terme est réel , il est aisé de voir que tous les 
autres le seront aussi ; par conséquent, toute la valeur de u 
sera réelle. Si le coefficient f * est positif, le premier terme 

de u sera imaginaire de la forme y/ 7^— X \/ — 1 , et les termes 

/ * 

suivans seront réels ou imaginaires de la même forme , de sorte 
que toute la valeur de u sera de la forme p + q y/ — 1 p 
et q étant réelles. 

Mais si Ton avoit en même temps f « = o , alors l'équar 
tion devenant 

il est aisé de voir que la valeur de u seroit de nouveau réelle , 
à moins que le terme qui contient u 3 ne disparoisse, et que f ir a 

* 3.3.4 * 

ne soit positif ; car dans ce cas on auroit u — y/ w'- , y/ — 1 j 

/ * 

mais par le théorème démontré plus haut , v/ — 1 est réductible 
à la forme /n + n \/ — , m et n étant des quantités réelles j donc 
la première valeur , approchée de «, sera de la forme p + q {/ — 1 , 
«t les termes suivans seront aussi de la même forme, en sorte que 
toute la valeur de u sera encore de cette forme , et ainsi de suite. 

Ilrésulte de-là cette conclusion, que lorsqu'une racine «de l'é- 
quation f x + a == o est dans le passage du réel à l'imaginaire , on 
a , non-seulement /« + a = o , mais encore/ 7 a = oet/'«t>o, 
et que si f" * = o , on aura de plus f" * = o et f ir > o, 
et ainsi de suite. Or , en faisant f x + a = F * , on A 
fx = Fx, /"*«F"*:&a 
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Donc , par ce qu on a vu dans la Note précédente ,/ * = o 
sera la condition pour que la racine * de l'équation fx + 0 = 0 
soit double * = o sera la condition pour que cette racine 
soit triple , &c. 

D'où il 6'ensuit qu'une racine ne peut passer du réel à l'imagi- 
naire , sans devenir double ou quadruple , et en général 
multipliée d'un ordre pair. 

On prouvera de la même manière , en faisant x — 0 + " 
dans l'équation f 'x + b — i — o , que la valeur de u ne pourra 
devenir imaginaire, à moins que l'on n'ait f (i = oet f /8 < o , 
et û. f" fi — o, il faudra de plus que l'on ait f" fi — o et 
f ir 0 < o , et ainsi de suite.* D'où l'on conclura que dans le 
passage de l'imaginaire au réel , la racine devient aussi double , 
ou quadruple , ou , &c. 

Cette proposition n'avoit été démontrée jusqu'ici que par la 
théorie des courbes , ou comme une suite du théorème sur la 
forme des racines imaginaires. 

Maintenant, puisque quand la valeur de V est très-près des 
limites a et b , une des racines imaginaires de l'équation 
f x -+■ V = o est nécessairement de la forme p ■+• q \/ — 1 , si 
cette racine n'est pas toujours de la même forme pour toutes les 
valeurs de Y comprises entre ces limites , soit c la plus grande 
valeur de V , pour laquelle x sera de cette forme ; de manière 
que , dans l'équation /x-f-c = o,onaitx — m + »v/ — 1, 
roetn étant des quantités réelles, et soit m + n s/ — 1 rf- u 
la valeur de * , lorsque V sera c + f , i étant une quantité positive 
et très-petite à volonté. On aura donc f(m + n \/— 1 ) -h c = o, 
et/"(m f -i + «) + c + « = o , développant la valeur 

on 

aura 

» 

Mais les fonctions dérivées 

f {m + n y/— 1), /»(/» + n y/ — 1) &c 
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ne contenant que des puissances de m + n y/ — 1 , sont tontes 
réductibles à la. forme p -f q y/ — 1 : ainsi , en prenant des 
quantités réelles M , N , P , Q , &c. l'équation précédente 
deviendra 

*(.M+Nt/—i)+ - (P + Q /— x) + &c. + i= o. 

a 

Donc la première valeur approchée de u sera 

i = i (M — N i / — 1) 

M + N|/-i M" + N* 1 

et par conséquent de la forme p + q \/ — 1 ; et on trouvera 
que tous les termes suivans de la série , qu'on peut rendre 
aussi convergente que l'on veut, en prenant i très -petite à 
volonté, seront aussi de la même forme j de sorte que la série 
entière le sera aussi. On aura donc, pour une valeur de i aussi 
petite qu'on voudra , w = r + s y/ — ij donc la valeur de x 
sera m + r + (n + s) y/ — 1, et par conséquent encore de 
la même forme p + ({ V — 1 j contre l'hypothèse. Donc il n'y 
a aucune valeur de V intermédiaire entre les limites a et h> 
pour laquelle la racine x ne soit pas de cette même forme. 

Si la fonction /' (m + n ;/ — 1) dqvenoit nulle , alors l'équa- 
tion en u seroit 
u* u* 

— f (jti + 7»t/— \)-\ -f (m + ;z t/— 1) + &c.+i — o t 

2 a. o 

et on prouveroit de même que la valeur de u seroit toujours 
de la forme p + q \/ — 1 , et ainsi de suite. 

Celte démonstration a l'avantage de pouvoir s'appliquer 
également aux équations qui renfermeroient des fonctions 
logarithmiques ou circulaires , et en général à toute ^équation 
de la forme F x = o, dans laquelle la fonction dérivée F' x 
sera rédnc tiblc'à la forme p + q y/— \ , en faisant x — m + n 1/— 1 ; 
car alors toutes les autres fonctions dérivées F' x , F'" x , &c. 
seront aussi réductibles à la même forme j mais ce détail nous 
écarteroit trop de notre objet. 
Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour 

• 
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prouver la vérité de la proposition dont il s'agit , on ne peut 
disconvenir qu'elle ne soit indirecte , et qu'elle ne laisse encore 
à délirer une démonstration tirée uniquement des principes de 
la chose. En effet , nous avons déjà observé que toute racine 
imaginaire de la forme p + q \/ — i suppose le facteur réel 
du second degré x % — a p x + p % + q % i ainsi la question se 
réduit à prouver que toute équation est toujours divisible par 
des facteurs réels du premier et du second degré ; et comme les 
équations d'un degré impair ont toujours une racine réelle , et 
Bont par conséquent divisibles par un facteur réel du premier 
degré, ce qui les rabaisse à un degré moindre d'une unité , 
il s'ensuit qu'il suffit de considérer les équations des degréj 
pairs. 

Descartes a trouvé que l'équation du quatrième degré 
x* + p x* + y j + r = o 
a ces deux facteurs du second degré 

x ^ y x H -j — P =F - — = o , 

2 2 2 y 

la quantité y étant donnée par l'équation 

y + a p y* + ( p* — 4 r ) y* — = o. 

Donc, comme cette équation a son dernier terme négatif, elle 
a toujours nécessairement une racine réelle ( n°. 3 ) $ par con- 
séquent les deux facteurs seront réels en employant cette racine. 

lludde a considéré ensuite l'équation du sixième degré dans 
son Traité de reduclione œquationum , imprimé à la suite du Com- 
mentaire de Schoten sur la Géométrie de Descartes, et il a trouvé 
que cette équation est divisible par une équation du second 
degré, comme x* + y x + u — o, dans laquelle le coefficient^ 
est donné par une équation du quinzième degré , et le coeffi- 
cient u est une fonction rationnelle de y. Or l'équation du 
quinzième degré ayant nécessairement une racine réelle , il 
s'ensuit, que le diviseur du second degré pourra toujours être 
réel eA employant cette racine j de sorte que l'équation se 
, trouvant 
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trouvant ensuite abaissée au quatrième degré, aura encore 
deux autres diviseurs réels. 

Hudde n'a pas été plus loin ; et comme i! n'avoit trouvé 
l'équation en y du quinzième degré , qu'en faisant le calcul 
tout au long , il a dû sentir qu'il tomberoit dans des calculs 
impraticables par leur longueur , s'il vouloit traiter de même 
les équations des degrés plus élevés. 

On trouve à la fin de l'Algèbre de Saunderson , imprimée en 
•1740, après sa mort, cette remarque importante, que dans le 
diviseur ** — y x' + w = o de l'équation du quatrième degré, 
le coefficient y est donné par une équation du sixième degré , 
parce que ce coefficient devant être la somme de deux dea 
racines de l'équation du quatrième degré , l'équation en y doit 
avoir pour racines toutes les différentes sommes qu'on peut 
faire des quatre racines de la proposée , prises deux à deux ; 
et comme «es combinaisons sont au nombre de six, l'équation 
en y doit être du sixième degré , comme Descartes l'a trouvé ; 
mais l'auteur n'applique cette remarque qu'à un exemple parti- 
culier, et n'en tire d'ailleurs aucune autre conséquence. 

Le Seur , l'un des commentateurs des principes de Newton r 
a généralisé ce résultat dans un petit ouvrage sur le calcul inté- 
gral, imprimé à Rome en 1748. Il prouve par la théorie de» 
combinaisons , que quand on cherche à diviser une équation 
du degré m par une équation d'un degré moindre n , les coeffi- 
ciens de celle-ci sont donnés nécessairement par des équations 

, , ,m(m — 1) (ai — a). .(m — n + 1) 

du degré = '—^ 1 - , parce 

0 1 . s . 3 n 

que le diviseur devant avoir , ce qui est évident , n racines com- 
munes avec l'équation proposée , on peut former autant de divi- 
seurs différens qu'il y a de manières de prendre n choses sur m 
choses; et de-là il conclut que toute équation du degré 4 m + a 
est toujours divisible par un facteur réel du second degré, par^e 
que ce facteur dépend d'une équation qui se trouve d'un degré 
impair , et qui aura par conséquent une racine réelle } mais ou 

Bb 
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n'en peut rien conclure pour la réalité des diviseurs du second 
degré des équations dont le degré est un nombre qui n'est pas 
de la forme 4 n + 2 , parce que ces diviseurs dépendent alors 
d'équations de dpgrés pairs. 

Euler a approfondi cette théorie dans un Mémoire imprimé 
eu 1751 dans le Recueil de ceux de l'Académie de Berlin pour 
l'année 1749 > et M s ' est attaché principalement à prouver que 
toute équation d'un degré exprimé par une puissance de 2 , 
est décomposable en deux équations réelles d'un degré moindre 
de la moitié j pour cela, il suppose que l'équation proposée est 
privée de son second terme ; ce qui fait que le coefficient du 
second terme est le même avec des signes contraires dans les 
deux équations dont elle est le produit; et il trouve, par la 
théorie des combinaisons , que ce coefficient est donné par une 
équation d'un degré impairement pair , qui manque de toutes 
les puissances impaires , et dont le dernier terme est le carré 
d'une fonction des racines de la proposée , précédé du signe 
moins. 

Euler suppose que cette fonction des racines peut toujours 
être déterminée sans irrationnalité par les coefficiens de l'équa- 
tion proposée , et il en conclut que son carré est nécessairement 
une quantité positive , et que , par conséquent , l'équation qui 
détermine le coefficient dont il s'agit a deux racines réelles j il 
arrive , en effet , que cela a lieu lorsque l'équation proposée 
n'est que du quatrième degré , comme on le voit par les formules 
de Descaries , rapportées ci-dessus j mais pour les équations 
des degrés plus élevés, il faut une démonstration à priori, 
qu'Euler n'a point donnée , et qui est même d'autant plus 
nécessaire que cette fonction ne contenant pas toutes les racines 
de la même manière , ne paroît pas délerminable par une 
fonction rationnelle des coefficiens , qui sont eux - mêmes , 
comme l'on sait, des fonctions où toutes les racines entrent 
également. 

Euler considère de plus les équations dont lès degrés sont 
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exprimés par les nombres 2 t, 4 i , 8t, &c. t" étant un nombre 
impair quelconque , et il trouve qu'elles admettent des diviseurs 
réels des degrés 2,4,8, &c. parce que les équations dont ces 
diviseurs dépendent sont toutes de degrés impairs j de sorte 
que , par ce moyen , toute équation peut se décomposer eu 
équations réelles de degrés exprimés par des puissances de 2 ; 
mais la difficulté de décomposer ensuite celles-ci , lorsqu'elles 
passent le quatrième degré , reste en son entier dans la théorie 
d'Euler. 

Ou peut éviter cette difficulté, comme Foncenex l'a fait dans 
le premier volume des Misccllanea de Turin , imprimé en 1759, 
en ne considérant que des diviseurs du second degré. Car soit 
a^r le degré de l'équation proposée , v étant un nombre impair , 
si on cherche à la diviser par une équation du second degré 
*• — 11 # + V = o , on trouve par la théorie des combinaisons , 
que le coefficient u est déterminé par une équation du degré 
fl *,(y,_i) r ( 2 «,_ ^ w 9 étant commo 

3 

l'on voit un nombre impair. 

Donc si ft = 1 , cette équation sera d'un degré impair et 
aura nécessairement une racine réelle j de sorte que comme 
le dernier terme V est exprimé généralement par une fonc- 
tion rationnelle de u , l'équation proposée aura un diviseur 
rationnel du second degré , et s'abaissera par-là à un degré 
moindre de deux unités. 

Si /* est plus grand que l'unité , on cherchera à diviser pareil- 
lement l'équation en «, par une équation du second degré, 
comme u % — / u + T = o j et le coefficient t sera donné par 
une équation du degré 

3 

f étant comme l'on voit un nombre impair ; et le terme T sera 
exprimé généralement par une fonction rationnelle de /. 
Donc si f* = 3, celte équation sera d'un degré impair, et 

Bb 2 
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aura une racine Téelle ; donc t et T auront des valeurs réelles , 
et l'équation u % — ut + T = o donnera pour u une valeurréelle 
ou imaginaire de la forme p ■+- q {/ — I. Dans le premier cas, 
u .et V seront des quantités réelles; dans le second , ces quan- 
tités seront imaginaires de la même forme , puisque V est une 
fonction rationnelle de u. Mais l'équation x x — ux + V = o 

donne x — ~db y/ (^""~* V) j donc , par la réduction des ra- 
dicaux imaginaires , cette valeur deviendra aussi de la forme 

Si (a est un nombre plus grand que a , on continuera le 
même calcul, et on divisera l'équation en t du degré a i "~ , p, 
par une équation du second degré, comme t % — et 4- S— o, 
on aura pour la détermination de * une équation du degré 

P K - P 1=,2»-> (a^-p— i) = a* 4 " 3 <r, * étant 

comme l'on voit un nombre impair , et la quantité S sera 
généralement une fonction rationnelle de s. 

Donc , si ft sa 3 , cette équation étant d'un degré impair , 
aura une racine réelle j donc « et S auront des valeurs réelles j 
donc l'équation t* — * * + S = o donnera pour t une valeur 
réelle ou imaginaire de la forme p + q \/ — 1. Donc, dans 
l'équation u* — u t + T = o , les coefiieiens t et T auront des 
valeurs réelles ou imaginaires de la même forme ; et de-là 
résultera aussi pour u une valeur réelle ou imaginaire de 
la même forme p + q y/ — 1 , comme nous l'avons vu ci- 
dessus , parce que « = ^ =fc ^/ T ^ ; donc enfin l'équa- 
tion x* — u x + V = o , donnera aussi pour x une valeur réelle 
ou imaginaire de la même forme. 

Si p est plus grand que 3 , on continuera le calcul de la 
même manière , et on parviendra nécessairement à un diviseur 
du second degré, dont les coefiieiens seront réels; et de-là, 
en remontant successivement aux diviseurs précédées du se- 
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rond degré , on trouvera que leurs coefficiens seront réels ou 
imaginaires de la forme p ■+■ q {/ — i , jusqu'au diviseur 
x* — u x + V = o de l'équation proposée , lequel donnera aussi 
pour x une valeur réelle ou imaginaire de la même forme. 

Telle est la démonstration donnée par Foncenex j et on voit 
qu'elle est très-rigoureuse en admettant le principe , que les 
cocfliriens de l'équation du second degré , qui est un diviseur 
d'une équation du degré n , ne dépendent que d'une seule ra- 
cine d'une équation du degré ïJ. Ce principe est 

a 

vrai généralement ; mais j'ai remarqué depuis qu'il étoit sujet 
à des exceptions qui pouvoient mettre la démonstration pré- 
cédente en défaut. En effet, lorsqu'on cherche à rendre un po- 
lynôme d'un degré quelconque m , divisible par un autre potynome 
d'un degré moindre n , soit qu'on fasse la division à la ma- 
nière ordinaire , et qu'on égale ensuite à zéro chaque terme 
du reste , sort qu'on multiplie ce polynôme par un autre du 
degré m — rc, et qu'on compare le produit ternie à terme avec 
le polynôme proposé , on parvient toujours par l'élimination suc- 
cessive , en prenant un des coefliriens du polynôme diviseur 
pour l'inconnue principale , à déterminer les autres coefficiens 
du même polynôme par des fonctions rationnelles de celui-ci , 
et ensuite on trouve par les substitutions une équation où il 
n'y a plus que celui-ci d'inconnue , et où l'inconnue monte au 

A . m (m— 1) (m— a) m — n + 1 

degré = , comme on 

0 1 . 2 . 3 n 

l'a dit plus haut. 

Mais s'il arrive que cette équation ait deux ou plusieurs ra- 
cines égales , alors , à moins que les valeurs des autres coeffi- 
ciens qui répondent à ces racines égales, ne soient aussi égales , 
ce qui n'a lieu que lorsque le diviseur est lui-même un divi- 
seur double ou triple , &c. il est visible que ces valeurs ne peuvent 
plus être exprimées en fonctions rationnelles de ces mêmes ra- 
cines , mais qu'elles doivent dépendre elles-mêmes d'équations 
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du second , du troisième degré , &c. suivant le degré d'égalité des' 
racines. Dans ce cas, en substituant dans les Fonctions ration- 
nelles trouvées, une des racines égales , les fonctions deviendront 
indéterminées par l'évanouissement simultané du numérateur" 
et du dénominateur; et en revenant sur les éliminations, on se 
trouvera arrêté à une équation du second ou du troisième , &.c. 
degré , parce que l'équation à laquelle il faudroit la corn* 
parer pour l'abaisser à un degré moindre, sera identique avec 
elle. C'est de quoi on peut se convaincre par le calcul j et nous 
en donnerons dans la Note suivante une démonstration géné- 
rale. Comme la même difïïculté peut se présenter dans toutes les 
éliminations , je suis bien aise d'appeler l'attention du lecteur 
sur ce point , pour qu'il ne se trouve point embarrassé dans 
Poccasion. 

On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la 
théorie que nous venons d'exposer sur les diviseurs du se- 
cond degré ; car lorsque l'équation d'où dépend un des coef- 
ficiens a^des racines égales, l'autre coefficient, en employant 
ces racines , dépendra d'une équation d'un degré égal au nom- 
bre des racines égales , et qui , par conséquent , si elle n'est 
pas d'un degré impair, demandera de nouvelles combinaisons 
pour pouvoir s'assurer qu'elle a une racine réelle de la forme 
P + 9 V — 1 > et s » on ne vouloit pas employer ces racines 
égales , alors , en éliminant ces racines par la division , on 
auroit une équation d'un degré moindre , à la vérité , mais 
qui ne seroit plus exprimée par un nombre de la même forme 
a""' 7T ou a m ~* p , &c. 

Si on considère , par exemple , la formule trouvée par Des- 
cartes , pour la résolution des équations du quatrième degré , 
que nous avons rapportée ci-dessus , et d'après laquelle nous 
avons conclu tout de suite que l'équation est toujours décom- 
posable en deux facteurs réels du second degré , on voit qu'il 
y a néanmoins un cas qui échappe à cette conclusion ; c'est 
celui où l'on auroit q = o j car alors la réduite en y a deux 
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racines égales y = o , et en employant ces racines , le terme 

— du facteur du second degré devient £. 

On pourroit employer d'autres racines j mais l'équation 
en y étant divisée par^* , devient y i + 2 py* + p* — 4 r = o, 
laquelle étant de nouveau du quatrième degré , et son der- 
nier terme n'étant pas essentiellement négatif, la difficulté 
est ramenée au même point. Ce n'est pas que dans ce cas 
particulier on ne puisse prouver , par ces formules mêmes , 
la réalité des deux facteurs ; car si p' < 4 r , le dernier terme 
de l'équation en y sera négatif} et par conséquent, il y aura 
deux racines réelles. Si p*>4r f alors l'équation proposée 
devenant , à cause de q — o , ** + p % x* + r = o , aura les 

deux facteurs réels x* + ^ =fc 1/ r^. 

Ces difficultés ont occasionné les recherches que j'ai données 
sur cette matière à l'Académie de Berlin , en 1772 ^ et dans 
lesquelles je me suis particulièrement attaché à compléter la 
théorie commencée par Euler. 

J'ai démontré d'une manière rigoureuse que si on veut dé- 
composer un polynôme du degré a m en deux polynômes du 
degré a""' , tels que (n étant = 2 m ~') 

x' + M *•-* + N df— ' + P x'- 5 + &c. 
aT + M, x" " 1 + N,*— + P,*"" 3 + &c. 
et qu'on fasse 

u = a (M — M,) + b (N — N,) + c (P — P, ) + &c. 
o, b , c, &c. étant des quantités quelconques , on pourra déter- 
miner généralement les coefficiensM , M , P , &c. M, , N, , P, , &c. 
des deux polynômes par des fonctions rationnelles de u , et 
que l'on trouvera pour u une équation d'un degré impaire- 
ment pair , n'ayant que des puissances paires de u , dont le 
dernier terme sera essentiellement négatif j et à cause des 
arbitraires a, b, c , &c. on pourra toujours faire en sorte que 
le dernier terme de cette équation ne soit pas nul , ce qui lui 
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donneroit les deux racines égales u = o , ni qu'elle ait d'autres 
racines égales. De sorte qu'on sera toujours assuré d'avoir par- 
là des valeurs réelles pour les coefliciens dont il s'agit j et par 
conséquent de pouvoir décomposer l'équation du degré 2" en deux 
du degré a" - ", et ensuite chacune de celles-ci en deux , du degré 
a" -1 , et ainsi de suite , jusqu'aux équations du second degré. 

A l'égard des équations du degré a* 1 i , i étant un nombre 
impair , Euler avoit trouvé qu'en employant un diviseur du 
degré 3" , on tombe dans une équation d'un degré impair, 
pour la détermination d'un quelconque de ses coefliciens j et 
j'ai remarqué que si elle a des racines égales, les racines 
doubles, quadruples, &c. pourront être éliminées, parce que 
l'équation restante sera encore d'un degré impair , et que les 
racines triples, quintuples , &c. pourront être employées dana 
la détermination des autres coefiiciens , parce qu'elle dépendra 
alors d'équations du troisième , cinquième , &c. degré , qui 
auront , par conséquent , toujours des racines réelles. 

De cette manière , la décomposition des équations en diviseurs 
réels du premier et du second degré étoit rigoureusement 
démontrée ; mais Laplace a donné depuis , dans les leçons de 
l'Ecole normale , un moyen plus simple d'établir cette vérité , 
en partant de l'analyse employée par Foncenex. Au lieu de 
considérer simplement l'équation qui détermine le coefficient u 
du diviseur quadratique *" — ax + V = o, ifconsitîère l'équa- 
tion qui détermine la quantité « + aV, que je désignerai par «, , 
a étant un coefficient quelconque. Cette équation sera , par la 
théorie des combinaisons , du même degré que l'équation en u. 
' Donc , si l'équation proposée est du degré a r , r étant impair, 
l'équation en w, sera d'un degré impair, et aura toujours une 
racine réelle ; et comme on peut donner à a uue infinité de 
valeurs , on aura une infinité d'équations qui auront toutes 
une racine réelle. Parmi ces racines , il y en aura nécessairement 
plusieurs qui se rapporteront au même diviseur ; soient «, £ deux 
de ces racines, et o, b les deux valeurs du coefficient a, on 

aura 
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ûûra !z + flV = (t, M-f6V" = j3j d'où l'on tirera les valeurs 
de « et V, qui seront par conséquent réelles. 

Si l'équation proposée est du degré 4 », r étant un nombre 
impair quelconque , l'équation en u, sera du degré z x , t étant 
aussi un nombre impair. Cette équation aura donc , par ce 
qu'on vient de démontrer , un diviseur quadratique réel de la 
forme u t * — t u, + T = o , qui donnera pour u, une valeur 
de la forme * + A v/ — 1 , et en donnant à a une infinité de 
valeurs, on aura une infinité d'équations en u, , dont cbacune 
aura une racine (le la forme * + A / — 1 ; parmi ces ra- 
cines , il y en aura nécessairement deux qui se rapporteront 
au même diviseur j en les désignant par * ■+- A \/ — i et 
^ + B / — 1 , et par a , b les deux valeurs de a qui y ré- 
pondent, on aura u + aV = * + A y/ — l,a + à V = ,S + Bv/ — 1 j 
donc « et V seront l'une et l'autre de la forme p 4- q V — i ; 
et la valeur de x , tirée de l'équation a? 1 — u x + V = o , sera 
encore de la même forme. Donc toute équation du degré 4 r 
aura deux racines de la forme p =±= q y/ — î , et par consé- 
quent un diviseur réel du second degré , et ainsi de suite. 

Cette démonstration ne laisse rien à désirer comme simple 
démonstration ; mais si on vouloit résoudre effectivement une 
équation donnée en ses facteurs réels de deux dimensions , il 
seroit comme impossible de suivre le procédé indiqué par 
l'analyse que nous venons d'exposer. Cependant cette réso- 
lution est nécessaire pour trouver les fonctions primitives 
ou les intégrales des fonctions rationnelles fractionnaires d'une 
seule variable , et on la suppose dans tous les Traités de calcul 
intégral. Cette raison m'engage à m'arrêter encore sur cet objet 
important , et à en faire le sujet de la Note suivante. 



Ce 
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NOTE X. 

Sur la décomposition des polynômes d'un degré quelconque 

en facteurs réels. 

E k regardant un polynôme comme composé d'autant de facteurs 
simples qu'il y a d'unités dans l'exposant de la plus haute puis- 
sance de l'indéterminée , on voit clairement qu'il ne peut avoir 
pour diviseurs que des polynômes composés de quelques-uns 
de ses facteurs ; d'où il suit d'abord que si m est le degré 
du polynôme donné, il pourra avoir autant de diviseurs difTërens 
du degré n , qu'il y a de manières de prendre n choses sur m 
choses , c'est-à-dire par la théorie des combinaisons qu'il y a 
d'unités dans le nombre 

m ( m — 1 ) ( m — i ),...( m — n -j- i) 

1.3 . 3 n 1 

que nous désignerons- par /* dans la suite. 

Cette seule considération nous met en état de déterminer à 
priori les coefliciens du polynôme donné , sans passer par les 
opérations longues et pénibles de la méthode ordinaire fondée 
sur la division ou sur la comparaison du produit de deux po- 
lynômes indéterminés , avec le polynôme donné , et sur l'éli- 
mination successive des inconnues. 

Soit en effet le polynôme du degré m 

x m + a x m ~ l + b *— + c x- 5 + &c. -f- h , 
que nous supposerons composé des m (acteurs simples x + *, 
* + j8 , x + >, x + &c. 

En développant le produit de ces facteurs , et le comparant 
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terme à terme avec le polynôme donné , on aura , comme 
l'on sait, 

a = * + j8+jt> + J v -f &c. 
b = *j3 + + /3> + *<r + &c. 
C =«t.3^+<t^ + )8 > J v + &c. 
&c. , 

h = a. 0 y . . 

Si on représente de même par 

x* + p x"-' + q x'~ % + r * ,_3 &c. + u 
un diviseur du même polynôme , ce diviseur ne* pourra être 
composé que d'un nombre « des mêmes facteurs simples ; ainsi 
on aura , en ne prenant que n quantités parmi les m quantités , 
• , * , y , âtc 

/7 = * + i3 + > + &C. 

y = *j3-r-** + 0>+&c. 
r = * j8 y + &C. 

&c. 

U — et fi y x 

Comme les coefficiens donnés a, 5, c, 8cc. sont des fonc~ 
tions des quantités * , .5,7, &c. dans lesquelles ces quantités 
entrent toutes également , et qui demeurent ainsi invariables , 
en faisant entre ces mêmes quantités tels échanges que l'on 
voudra, il s'ensuit qije toute expression rationnelle de ces coef- 
ficiens aura la même propriété j et comme les coefficiens 
/>, q , r, &c. du diviseur, sont de semblables fonctions, mais 
seulement d'un nombre n des quantités * , 0 , y , &c. il est 
évident que ces coefficiens ne x peuvent pas être exprimés par 
des fonctions rationnelles des coefficiens a , b , c t &c. mais on 
pourra les faire dépendre chacun d'une équation dont tous les 
coefficiens seront des fonctions rationnelles de a , b , c , &c. en 
composant cette équation de manière qu'elle ait pour racines 
toutes les différentes valeurs de p , ou de q , ou de r , &c. 
dont le nombre est égal au nombre h- donné ci-dessus. 

Considérons le dernier coefficient u , qui est formé du produit 

C c a 
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Je n des quantités * , j8 , y , &c. , on aura |8^<r..., 
&c. pour les différentes valeurs de u. Donc, si on 
forme un polynôme du produit de ces facteurs simples 

u — * j8 , u — j8 y «T. .. , u — * y <f. .. &c. 

ce polynôme aura la propriété d'être une fonction invariable 
de * , 0 , y , &c. indépendamment de l'indéterminée u j par 
conséquent, étant développé, tous ses coefliciens auront encore 
la même propriété. 

Car soit ce polynôme 

A u*-' + B C ' + &c. =h V, 

on aura 

A = « |8 j... + * 7 A.. + &C. 

B = « # >. x H 7 «J. . . + * j8 . . X * y <f . . . 

+ & y J:.. x + &c. 

- &c. 

V = * /S 7... X /8 X .a > 

où l'on voit que les coefliciens À , B , C , &c. sont en effet des 
fonctions invariables de * , jS , ^ , &c. Or on sait que ces sortes 
de fonctions peuvent toujours être déterminées par des fonc- 
tions rationnelles des fonctions a , b, c, &c. 

En effet, on peut d'abord déterminer par ces fonctions la 
somme des puissances d'un même degré des quantités * , )8 , y , &c 
comme nous l'avons vu dans les Notes précédentes. Ensuite , si 
on multiplie 2 <* x , somme des puissances « A , par 2 , somme des 
puissances *!* , le produit 2 * A x S V 4 sera égal à 2 » x + P + 2 * K 0* i 
ainsi on aura la somme des termes * x ^ , au moyen de celle des 
puissances. On trouvera pareillement 

2 H** X 5 >' = 2 + ' ^ + 2 * x fit**' + 2 ^ j/j 
ainsi on aura aussi cette dernière somme en fonctions des 
sommes des puissances, et ainsi de suite. 

Maintenant il est facile de voir que toute fonction rationnelle 
et invariable des quantités * , £ , y , &c. ne peut être formée 
que d'une ou plusieurs sommes des formes précédentes $ elle 
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pourra donc toujours être déterminée en fonctions des coefR- 
cicns a , b y c y &c. 

C'est-là un des principes les plus féconds de la théorie des 
équations. Newton, et long- temps avant lui Albert Girard, 
Broient donné la manière de déterminer la somme, des puissances 
des racines d'une équation par des fonctions de ces coefficiens. 
Voyez dans l'ouvrage d'Albert Girard , intitulé Invention nouvelle 
en Algèbre , et imprime â Amsterdam en 1 629 , l'exemple second 
du théorème second. Euh r, dans les Mémoires de l'Académie de 
Berlin pour l'année 1748 , et Cramer à la fin de son Introduction 
à l'Analyse des lignes courbes , ont fait voir que l'on pouvoit 
toujours déterminer par les coefficiens d'une équation les sommes 
des produits de ses racines , prises deux* à deux , trois à trois, &c. 
et élevées à différentes puissances -, et Waring a donné ensuite 
des formules générales pour trouver ces sortes de fonctions 
des racines j mais, dans les cas particuliers, il est peut-être 
plus simple d'employer la méthode indiquée ci-dessus. 

A l'égard des coefficiens -A, B , C , &c. du polynôme en «, 
on pourra les calculer de la manière suivante. 

On commencera par déterminer les sommes des puissances 
par ces formules 

2 <t = a 

2 * 3 = a 2 *' — 6 2 * + 3 c 

&c. 

Ensuite on cherchera les termes n m " des séries 

a 2 * — 2 *• b "S. a — a 2 a* 4. 2 * s 
s*, _ f g — , &c. 

a 2 *• — 2 «< b 2 «• — a 2 ** + 5 «« 
2*», , , &c. 



2 




3 




a 2 *• — 2 «< 


b 2 «' — 


a 2 ** 


+ 2 * s 






3 




a 2 * 3 — 2 * 8 


b 2 «t 3 — 


a 2 « 6 


+ 2 






3 





Ces termes seront les valeurs des sommes S a fi 
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Enfin on aura 
A = 2 «#>... 

a x a jg . . — s «* /S* >*. . . 



B = 
C = 



3 

X « f — a X «' j9* >'... + X « s j8 3 >\ . . 



5 
&c. 

Au reste , il est visible qu'on aura d'abord sans calcul les 
valeurs du premier coefficient A et du dernier V } car le coef- 
ficient A est évidemment égal au coefficient de la puissance 
dans le potynome donné x m + a x m ~ l + &c. Quant 
au coefficient V , il est visible qu'il doit être de la forme 
*" P y • • • — H i et pour déterminer l'exposant r , il suffira 
de considérer que ce coefficient doit être le produit de f*. 
quantités , dont chacune est le produit de n quantités prises 
parmi les m quantités * , g , y , &c. de sorte que ce coefficient 
sera de la dimension n y j donc il faudra que m v = n f* , et par 
M n 

conséquent r = . 

m • 

_ . m (m — i ) — (m — n+i) 

Donc , puisque y. = — — '- ; , on aura 

{m — i) (m — a).... (m + n — i) 

f ! j 

i • 2 « ...... n — — • i 

et la valeur de V sera h\ 

Ayant ainsi la valeur du dernier coefficient V du polynôme 
en u y on pourra se contenter de calculer directement la pre- 
mière moitié des coefficiens A , B , C , &c. de ce polynôme. Car 
soient T , S , R , &c. les termes qui précèdent le dernier V , il 
est facile de voir qu'on aura 

Z = _i . + - — L — + L — + &c. 

V * £ fi y .. 

Or, si on désigne par (n) le coefficient de la puissance ** 
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dans le polynôme donné , on aura aussi 

<3 = 1 + ' + —V- + Se. . 

h * fi y... g y iT. .. * y <f . . . 

T (») - ™ (») V • 

Donc y = -y- j et par conséquent I = — ^ — • 

Ensuite si on désigne par g,f>e> &c. les coefficiens du 
polynôme donné , qui précèdent le dernier h j lorsqu'on aura 
trouvé l'expression de B en a , b , c , &c. il n'y aura qu'à y 

tr f g 

changer o en f , b en y , c en - , &c. pour avoir la valeur 
/i /* h 

s 

de -rr-; et faisant les mêmes changemens dans l'expression de C , 

on aura la valeur de y , et ainsi de suite. 

Ayant ainsi formé le polynôme en u , si on le fait égal â zéro, 
on aura une équation dont les racines seront » fi y.,. ,187/..., 
&c. et qui servira , par conséquent , à déterminer la 
valeur de u. Il ne restera donc plus qu'à trouver les valeurs de 
tous les autres coefficiens p,q , r, &c. du polynôme diviseur. 
On sait que ces coefficiens peuvent être exprimés par des 
fonctions rationnelles d'un seul d'entr'eux ; et voici comment 
le coefficient u étant connu , on peut trouver directement la 
valeur de tous les autres. 

Je considère que la quantité * étant indéterminée , on peut 

mettre x + i à la place de x , tant dans le polynôme donné 

x"+ ax m ~ ' + &c. que dans le polynôme diviseur x" + px'~ &c. 

Par cette substitution , le premier de ces polynômes deviendra 

x m + a t ' + b, + &c. -f K , 

où l'on aura 

o,=a+ mi 

b l =b+en->)ai+ m(m - l) ? 

2 

c, = c + (m— 3) bi + i ^ 1 ai 1 + ~- ^ - t 1 

2 2.0 

&c. 

h t = h+gi + fi> + ei s + &c. 
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Et le second polynôme deviendra pareillement 
ar' + Pl af— + Çl x"*-' + &c. + 

en faisant 

p t = p + n i 

/ \ . n (n — O 
7. =q + (n— 1)/,» — '- ,■ 

r. = r + (»_.) ? i + ("-')(»-»),, + "("— ) ("-!),, 

2 a . 4 

&c. 

«, = w + t i + 5 t' + r ? + &c. 

D'où l'on peut conclure que si , dans l'équation en u , 
« M — A ï^"' + B if— -k.±V = o, 

dans laquelle les coefficiens A , B , C , &c. sont des fonctions de 
a , i , c , &c. A , on y substitue respectivement a, y b t ,c,, &c. h t 
au lieu de ces quantités, la valeur de u deviendra celle de u, , 
quelle que soit la valeur de i ; de sorte qu'en développant les 
termes suivant les puissances de i, il faudra que la somme de 
tous les termes multipliés par une même puissance soit nnlle j 
ce qui donnera plusieurs équations , dont chacune servira à 
déterminer un des coelHciens t,s , r , &c. par les précédens. 

On pourra même trouver directement ces équations par 
l'algorithme des fonctions dérivées. En effet , si on met par- 
tout — à la place de i , il s'ensuivra des formules précédentes , 
m 

que a devenant a + /, b deviendra 

, m— i m (m — i ) ., 

m 2 m 

c deviendra 

c + ?LZl bi + (m-,)(m- r2 ) a , t ^ m (^-i) 

m 2 trf 2.3 m 3 

&c. 

et enfin u deviendra 

u + » + i ,-1 + h f + &c - 

mm m 



Donc, 
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Donc si on regarde , ce qui est permis , les coefiiciens b , c , &c. 
/* et u , comme des fonctions de a , et qu'on se rappelle que a 
devenant o + i , toute fonction de a , comme u , devient 

'1 '3 

b + »i/ + - ï ^4-_ «"' + &c. 
a a.o 

on pourra supposer 



m m' 



m m* 
e „ l=z m (m—i) ^ 
m 

m — 3 (m — a) (m— 3) 

«= c » «= — ; — b > 

• /» m 

(m— 1 ) {m—i ){m—7) _ m{m-\ ) (m - 5) (m -5 (m-4) 
= -, M - m > » 

rf' r =o i , 
&c, 

m m* m 

et il n'y aura plus qu'à prendre les fonctions dérivées suc-* 
cessives de l'équation eu « , et y faire les substitutions 
précédentes. 
Supposons 

Z = uT -~ A i*"" + B tf— — C + &c. =b Vî 
en sorte que Z = o soit l'équation qui détermine la valeur 
de u : cette quantité Z étant regardée comme une fonction 
de a , donnera les équations dérivées Z' = 0 , Z" = 0 , 
Z'" = o , &c. > 

Mais pour pouvoir distinguer dans ces fonctions ce qui est 
dû en particulier aux variations des quantités a , c, &c, 

Dd 
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h élu, nous représenterons en général , à l'imitation de ce qu'on 

pratique dans le calcul qu'on appelle aux différences partielles, 

par (~~r) > ( £ r ) ' ' * es coe ® c ' ens ^ e8 f° nc " 

lions dérivées a' , b' , c' , &c. dans l'expression de Z' , par 

Q~rr)i ( ^0 ' C \ ,% * e8 coe ® c * ens ^ es qu anl » l és 

o", a' b'* y &c. dans l'expression générale de Z", et ainsi 
de suite j et nous appellerons de même ces fonctions, fonctions 
dérivées partielles. Lorsque a est la variable principale dont 
les autres sont ou peuvent être censées fonctions , on aura 
o' = 1 ; mais nous retiendrons la lettre a' sous les lettres 
Z', Z", &c. pour représenter en général les coeffiriens des 
termes de Z' , Z", &c. qui conliendroient celte même lettre, 
ai a étoit une fonction quelconque d'une autre variable princi- 
pale , et pour dénoter par conséquent ce qui est dû en particu- 
lier à la variation de a. 

Cette notation est plus nette et plus expressive que celle que 
j'ai employée dans la Théorie des fonctions , en plaçant les 
accens différemment, suivant les différentes variables auxquelles 
ils se rapportent. En la substituant à celle-ci, l'algorithme 
des fonctions dérivées conservera tous les avantages du calcul 
différentiel , et aura de plus celui de débarrasser les formules de 
cette multitude de d qui les alongent et les défigurent même en 
quelque façon , et qui rappellent continuellement à l'esprit l'idée 
fausse des infiniment petits. 

On aura ainsi, eq regardant toutes les quantités <i, b, c, &c. 
h , et « , comme des fonctions quelconques d'une variable 
primitive , 
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et prenant de nouveau les fonctions dérivées, 

+ cpy+»(S)^*(S)* ,+ * R 

et ainsi de suite. 
Donc , faisant a' = 1 , a" = o , &c._ = — -a, 

fe" == _ L m 1 L b'" = o , c' = m a A , &c. comme nous 
m* ' m 

l'avons trouvé ci - dessus , on aura les équations Z' = o , 

Z" = o , &c. savoir: 

(Z'\ , / Z\ m — 1 /Z'\ m — a , _ / Z\ t 
a ' \b / m \c / m \u S m 

// Z" \ l / Z" \ m— i / Z" \ m— a, „ \ 
et ainsi de suite , dans lesquelles les fonctions dérivées par- 

iieiiM (!)•(£)**■ (?)• (S) &c - " r °" td « f ° nc - 

tions connues de a, 6, &c. u. 

La première équation donnera donc la valeur de t ; la fé- 
conde donnera celle de s , &c. en fonctions rationnelles de 

/ Z'\ 

a , b , c , &c. u ; à moins que la fonction partielle \jt) ne 

Dd a 
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devienne nulle , auquel cas la première équation ne contiendra 
plus / y ni la seconde s , &c. Dans ce cas donc il faudra tirer 
la valeur de * de la seconde équation , dans laquelle / monte 
au second degré j et les équations suivantes donneront alors 
les valeurs de s f r, &c. par des fonctions rationnelles. Si la 

fonction dérivée {~r t j étoit aussi nulle , l'équation en * ne seroit 

plus que du premier degré , et si la somme des fonctions 
qui multiplient t étoit nulle en même temps , la quantité t 
disparoîtroit de la seconde équation , et ne pourroit être donnée 
que par la troisième où elle monteroit au troisième degré , 
et ainsi de suite. 

Or , la fonction partielle \^r) est égale à 

n u*- 1 — i ) a y— + — o Bu"- 3 — &c. 

Z' 

et l'on voit que l'équation (rr) = o renferme les conditions 

de l'égalité des racines de l'équation Z = o. D'où il s'ensuit 
que si cette équation a des racines égales , et qu'on emploie 
pour la valeur de u une des racines égales, en sorte que la 

Z'\ 

fonction (— 7 ) devienne nulle en même temps queZ, le coef- 
ficient t dépendra alors d'une équation particulière du second 
degré j et par conséquent tous les autres coefficiens du po- 
lynôme diviseur , dépendront à la fois de la résolution des 
deux équations en u et en t. Nous en avons donné ci-dessus 
( Note précéd. ) la raison métaphysique tirée de l'égalité des 
racines; mais on en a ici une démonstration analytique ri- 
goureuse. 

Une conséquence essentielle qui résulte des formules précé- 

/ Z / \ 

dentés, c'est que tant que la fonction ^—J ne sera pas nulle, 
tous les coefficiens f, s } r, &c. seront donnés en fonctions 



\ 
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rationnelles du coefficient u ; et que par conséquent cela 
aura Heu nécessairement lorsque l'équation en u n'aura point 
de racines égales , ou du moins lorsqu'on n'emploiera pour la 
valeur de u que des racines inégales. 

Or , j'observe qu'on peut toujours faire en sorte que l'équa- 
tion en u n'ait point de racines égales, à moins que le polynôme 
donné n'ait lui-même des facteurs égaux j mais comme on peut 
éliminer ces facteurs d'avance , on pourra toujours supposer 
que tous les facteurs de ces polynômes soient inégaux. Cela 
supposé , si on substitue dans ce polynôme * + a à la place 
de x t ce qui changera les coefficiens a , b , c , en 
a + m a 

m (m — 1 ) .. . 

b ( m — . i ) a a + ï a 

&c. 

les facteurs du nouveau polynôme seront * -f « 4. a , 
* + £ + &c. c'est-à-dire que les quantités 

&c. deviendront >+ x , &c. 

Donc les racines de l'équation en a, seront tous les produits 
possibles de n quantités , prises parmi les m quantités « + a , 
jl 4. x, y + a , &c. ; et il est clair que deux de ces racines 
ne sauroient devenir égales , à moins qu'il n'y ait deux pro- 
duits égaux de deux ou de plusieurs dimensions , formés de 
ces différentes quantités. Or, il est visible que tant que les 
quantités * , jS , y , &c. seront inégales , on pourra toujours 
prendre a de manière qu'aucune de ces égalités n'ait lieu; 
car en considérant , par exemple , les deux produits (*+ a) -f a) 
et + (^+ A ) <l u i se réduisent à a* -f- ( * + £ ) a -f * £ 
et a* + (y .+ <0 A + y *t on v °i l qu'il n'y a qu'une valeur 
de a qui puisse les rendre égaux j et que , par conséqueut , 
il y en aura une infinité qui les rendront inégaux , à moins 
que l'on ait * + fL — y + ^ et «t g = y / , ce qui emporteroit 
l'égalité de « et J9 avec y et A 

Il en sera de même des produits d'un plus grand nombre 
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de facteurs; d'où l'on conclura en général, qu'on peut tou- 
jours transformer ainsi le polynôme primitif, en augmentant 
l'indéterminée .tr d'une quantité quelconque , de manière que 
l'équation résultante en u n'ait point de racines égales. 

Nous venons de donner , non-seulement la manière , mais 
les formules mêmes par lesquelles on pourra toujours trouver 
un diviseur d'un degré n d'un polynôme quelconque du 
degré m j et nous venons de démontrer par ces formules que 
ce diviseur ne dépendra que de la racine d'une seule équation 
du degré , savoir : 

m {m — i) (m — a ) {m — n-f i) 

i . a . 3 n 

Il suffira donc que cette équation ait une racine réelle 
pour que tout le diviseur soit réel ; mais comme il n'y a en 
général que les équations d'un degré impair , on celles des 
degrés pairs dont le dernier terme est négatif, où l'on soit 
assuré de l'existence d'une racine réelle, il reste à voir quelles 
sont les valeurs de n pour lesquelles ces conditions auront né« 
cessairement lieu. 

Quel que soit le nombre m , il est toujours réductible à la 
forme a f i , i étant un nombre impair. Supposons n = a* , on 



aura 

a< i ( a« i — t ) ( a< i — a ) . . . 




— a' + 1 ) 






a« 


ou bien , ce qui est la même chose , 




• 






— a« + 1 ) 


* — 3 « ( 2 < — i) ( a< — a). . . 


,..(a« 


_ a« + 1 ) 


et divisant le haut et le bas de cette fraction 


par a*, en- 


suite par 2 , par 4 , &c. on aura 




• 


i (,C i _ , ) (a«-'i— 1) . . . 


. .(a* i 


— * c 4- 1 ) 


* (af - 1) (««- -1). . . 


. (a< 


— 3< + I ) 



Comme le numérateur et le dénominateur ne contiennent 
plus que des facteurs impairs , et que le nombre f* est par «a 
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nature un nombre entier , il s'ensuit qu'il sera nécessairement 
impair. 

11 s'ensuit de-là que tout polynôme du degré 2 e i peut 
toujours avoir un diviseur réel dii degré a* j le polynôme res- 
tant après la division sera donc aussi réel , et du degré 2 ç i — a«, 
savoir 2 e (i — i )$ or, * étant un nombre impair, i — i 
sera un nombre pair , qu'on pourra représenter par i' t , 
i étant un nombre impair j le polynôme restant sera alors du 
degré a*"*"* k % et aura un diviseur réel du degré a e+r , et 
ainsi de suite. Comme de celte manière tout nombre entier 
peut être décomposé en un certain nombre de puissances 
croissantes de a, comme a* -f &c. il s'ensuit que tout 

polynôme d'un degré quelconque , pourra être décomposé im- 
médiatement en un pareil nombre de polynômes , dont les 
degrés seront ces mêmes puissances de deux. 

11 reste donc à considérer les polynômes dont le degré est 
une puissance de ». Faisons dans la formule générale de /* , 

m = a< , et n = — = a*~ 1 , on aura 

a 

a< ( g* — i ) ( a» — 2 ) ( a * ~ a<-' + i ) 

* ~ i . a . 3 a<~ 

a < ( a < —i)(»< — a ) . . . ( a< — a*"' + i ) 
— ^-'(a*-*— i j ) (a<— — a)... (aC"' — 2 <-» + , ) 
divisant le haut et le bas de cette fraction par a*"*', et en- 
suite par a , par 4 , &c. on aura 

a ( a< — i ) ( 2<-' — i ) (a* — pt- + i ) 

* ~ ( 2 <-_ ,) (a*"» - i) (s«-- af+ ») 

Comme tous les facteurs du numérateur, à l'exception du 
premier 2 , ainsi que tous les facteurs du dénominateur , sont 
impairs , il s'ensuit que le nombre /*, qui est d'ailleurs eutier 
par sa nature , sera nécessairement de la forme 2 i , i étant 
un nombre impair. 

Considérons dans ce cas l'équation eu u ; puisque le degré 
du diviseur est la moitié de celui du polynôme , les racines 
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de cette équation seront tous les produits qu'on pourra faire 
en prenant la moitié des quantités * , 0 , y , &c. dont le nombre est 
supposé pair. Donc puisque leproduit de toutes ces quantités est A, 

il s'ensuit que si u est un de ceB produits partiels , en sera 
un autre j par conséquent si u est une racine de l'équation dont 

U s'agit , — en sera une aussi. Cette équation devra donc 

A 

demeurer la même , en y substituant — pour u. 

Par cette substitution , l'équation 
^-A^-'+Ba' 1 -- C«"- 3 + &c— Rtf' + S**— T«+V = o 
deviendra, après avoir été multipliée par u M et divisée par V, 
m AT ^ A'S , A'R ^ A*- 3 C , 

A"-B , A""' A V» 

+ 1 y " y" + y = ° J 

et comme ce» deux équations doivent être identiques , 
on aura 

AT _A*S _ A'R 
A =* — , B = ^-,0 = — &c. } 

mais on a trouvé ci-dessus V = A' , » étant — — = - (à cause 

m a 

de m = a n , dans le cas présent ) , et par conséquent impair j 
on aura donc 

T = A A'"', S = B A'"*, R = C A'-", &c. ; 
ainsi , en substituant iv à la place de , et réunissant les terme» 
également éloignés du milieu , l'équation en u deviendra 

A' — A («•'-•+ A'- n) + B («""• + A'— u*) 
— C C*"" 1 + A""'» 3 ) + &c, = o t 
et divisant par u\ 

tt . + ^ + A (^. + ^) + B ( w -. + p.) 

Or 



* 
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h h* 
Or , si l'on fait y = u + - , on aura y = u* + — ■ + a // , 

u u 

y = « s + p + 3 A (« + et ainsi de suite; d'où Ton 
tire 

" + — = y 

u 

u" + ~ = y* — 2 h 

»? + p =y-3 h y 
&c. 

et en général 

y + £ = y + x ( * ~" 5) a* y*-* 

_ x (>-4) (x-5) A , + &c 

a . o 

Par le moyen de ces substitutions , l'équation en « du degré a r, 
sera transformée en une équation en y du degré r , laquelle 
sera de la forme 

y -(A) y- + (C) y-» + t* «o, 

en supposant 

(A) = A 

(B) =B — t h 

(C) = C — (f — 1 ) A A 

(D) = D- (r-j)*B + ' (> 5) A* 
&c. 

• Ainsi on voit qu'il suffit de calculer directement la moitié 
des coefiiciens A, B , C , &c. de l'équation en mj ce qui réduit 
le calcul à la moitié. On voit de plus que , comme l'exposant 1* 
est dans le cas présent un nombre de la forme a i , i étant 
impair , le nombre r sera impair , et par conséquent l'équation 
en y aura nécessairement-une racine réelle. 



2i$ DE LA RÉSOLUTION 

Or , ayant supposé u + ~ = y , on aura u* —y u + h = oj 

d'où l'on tire W =^=i= V ^(^ — /»)} d'où l'on voit que , 

pour que u ait une valeur réelle , il ne suffit pas que la valeur 
de y soit réelle , mais il faut encore que y % — 4 A soit une 
quantité positive. Cela aura lieu nécessairement lorsque A a une 
valeur négative j ainsi, dans ce cas, le polynôme du degré a c 
est résoluble en deux polynômes réels du degré 2 e- '. Mais si h 
a une valeur positive , il faut voir de plus si l'on peut toujours 
trouver une valeur réelle de_y , telle que y* > 4 A. 

Soit donc y* — 4 h = z j qu'on substitue dans l'équation précé- 
dente en^, + 4 A ) au lieu de y , on aura , après avoir 
fait disparoltre le radical par l'élévation au carré , et ordonné 
les termes suivant les puissances de z , une équation en z du 
même degré r , laquelle aura nécessairement une racine réelle 
positive , si son dernier terme est négatif. Or , puisque r est 
un nombre impair , le dernier terme sera le produit de toutes 
les racines , pris négativement } ainsi la question est réduite à 
voir si le produit de toutes les valeurs de z est essentiellement 
une quantité positive. 

Puisque z = y* — 4 h, ety = u + - , on aura 

z = »■ + a h = («--). 

Or u a pour valeurs tous les produits qu'on peut faire en mul- 
tipliant ensemble une moitié des quantités *, 0, &c. et 

nous avons déjà vu que les valeurs de - sont les produits qu'on 

peut faire en multipliant ensemble l'autre moitié des mêmes 

quantités } donc les valeurs de u — - seront deux à deux égales 

et de signe contraire ; par conséquent , on aura toutes les valeurs 
différentes de z , en ne donnant à u que la moitié de ses différentes 



- > 
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valeurs j et il est évident que le produit de toutes les valeurs de z • 

h 

sera positif, si le produit des valeurs de u — - peut être exprimé 

par une fonction rationnelle des coefliciens a , b , c , &c. car 
alors son carré sera nécessairement une quantité positive. 

S'il n'y a , par exemple , que quatre quantités a , 0 , > , * t 
toutes les valeurs de u seront * /3 , * ? , /3/ t >/; et 

les valeurs différentes de u — - seront , en ne prenant pour u 

que les trois premiers produits , 

a fi — > — — /3 

le produit de ces trois quantités étant développé, donne 
* 3 + * 0* ^4. * fi y' + a fi y P 

— «•0V— «* — «* >* — ** >' 

où l'on voit que la partie positive et la partie négative sont 
chacune une fonction invariable et symétrique des quantités 
* , fi , y , / , et peuvent par conséquent être déterminées en 
a , b t c y d, par les formules données plus haut. 

Généralisons maintenant ce résultat , et désignons pour plus 
de simplicité par P , Q , R , &c. les différens produits qu'on 
peut faire avec la moitié des quantités * , fi , y , &c. en y con- 
servant une même quantité * , et par p , q , r , &c. les produits 
formés par l'autre moitié des mêmes quantités , et que j'appel- 
lerai réciproques. Je vais d'abord prouver que les quantités 
P , Q , R, &c. et leurs réciproques p , q , r , &c. renferment 
toutes les valeurs de u. On a vu que ces valeurs sont au nombre 
de p-, et à cause de m = 2 n , on a 

1 n (an— 1) (an — a ).... n -f 1 

r= . 

1 . a . 5 n 

D'un autre côté , comme on suppose que les quantit és P, Q , R , &c. 
contiennent toutes une même quantité * , il est clair que la 
nombre de ces. quantités sera celui de tous les produits qu'on 

Ee a 
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peut faire en ne prenant que n — 1 quantités sur 2 n — 1 
quantités j donc ce nombre sera 

(2 m — 1) (on — 2 )....( n + 1 ) _ 

1 . 2 (n — I ) a " 

Donc , puisque les quantités P , Q , R , &c. forment la moitié 
de toutes les valeurs" de u , il suffira de prendre ces quantités 
pour les diiTérentes valeurs de u, et/?, 7 , r, &c. seront les 

valeurs correspondantes de -, Ainsi il s'agira de voir si le 
produit 

CP-P) (Q-*) (R-0 

est nécessairement une fonction invariable des quantités 
«, d j y , &c. auquel cas on sera assuré qu'il peut être déter- 
miné rationnellement par les coefliciensa, b , c , &c. D'abord 
il est évident que toutes les permutations qu'on peut faire des 
quantités j8 , >, / , &c. entr'elles ne peuvent que faire échanger 
les produits P, Q, R , &c. entr'eux , et leurs réciproques en 
même temps entr'eux j de sorte qu'il ne peut résulter de ces 
permutations aucun changement dans le produit 

( P — p) (Q - 9) (R - H 

Considérons ensuite les échanges de * contre chacune des 
autres quantités j8 , >, <T, &c. il est clair qu'en échangeant 
« en j8 , celles des quantités P , Q , R , &c. qui contiennent â 
la fois * et j8 , ne souffriront aucun changement j il n'y aura 
donc à considérer que celles qui ne contiennent point g. Or 
si P , par exemple , ne contient point /S , comme les deux pro- 
duits P et p contiennent toutes les quantités « , 0 , y , &c. il 
s'ensuit que g sera contenu dans p , et ainsi des autres j donc , 
par l'échange de * en £ , toute quantité P ou Q , &c. qui ne 
contiendra point £ , ne pourra que devenir une des réciproques 
p , q , r , &c. qui sont supposées ne point contenir a j ainsi P 
deviendra par exemple y, et alors Q deviendra nécessaire- 
ment p ; donc P — p deviendra q — Q , et en même temps 
Q — q deviendra p — P. D'où l'on peut conclure en général 
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que , par les échanges de <*. en £ , y , &c. les difFérens fadeurs 

P — p , Q — y,R — r , &c. ne pourront que rester les mêmes , 

ou s'échanger entr'eux en changeant en même temps de signe. 

Maintenant , si on cherche le nombre des produits P , Q , R , &c. 

qui ne changeront pas par l'échange de * en .3 , ce nombre sera 

celui de ces produits où « et & se trouveront ensemble ; donc 

le nombre total des quantités *, j8 , >, &c. étant 2 «, et le 

nombre de ces quantités dans chaque produit étant n , le nombre 

des produits qui contiendront à la fois *. et 0 , sera celui des 

combinaisons qu'on peut faire en prenant n — 2 choses sur 

an — 2 choses j par conséquent , il sera exprimé par 

(an — 2) (an — 3 ) . . . . ( 71 + a ) 

1 . 2 ( « — a)' 

comparant ce nombre au nombre r donné ci- dessus , il pourra 

, » ( n— 1 ) 

s exprimer par n + t ' 

Or le nombre total des quantités P , Q , R , &c. étant » , si on 

en retranche le nombre -^-^ — , on aura — — — pour le 

n + 1 n + 1 1 

nombre des produits P , Q , R , &c. qui , par l'échange de 
« en £ , se changeront dans les réciproques p , ç , r , &c. par 
conséquent , ce nombre sera aussi celui des facteurs P — p , 
Q — q , R — r , &c. qui changeront de signe par ce même 
échange ; donc , tant que n sera un nombre pair , et par con- 
séquent tant que l'exposant m — in sera une puissance de 2 , 
plus grande que 2 , le nombre dont il s'agit sera nécessairement 
pair 3 d'où il s'ensuit que le produit total 

(F- P) (Q-y) (R-O 

ne changera pas par l'échange de * en 0 j il en sera de même 
des autres échangea de * en y , &c. 

Donc enfin ce produit sera une fonction invariable des quan- 
tités *, /3 , y , &c. et pourra par conséquent se déterminer par 
des fonctions rationnelles des coelliciens a , b , c , &c. du 
polynôme donné. Donc l'équation en * du degré impair r aura 
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son dernier terme négatif ; par çonséqucnt , elle aura néces- 
sairement une racine réelle positive ( n°. 3 ). 

En prenant cette valeur positive pour x , on aura (u ^ = z , 

et de - là u — - = y/ s j donc a* — m/* — A = o , et 
u 

de-là w = Î i/*=fcy'(£ + A), quantité nécessairement 

réelle , puisque nous avons supposé là quantité h positive. 

Donc tout polynôme du degré 2 { , tant que t sera plus grand 
que l'unité , soit que son dernier terme h soit positif ou néga- 
tif, pourra se décomposer par les formules que nous venons 
de donner, en deux potynomes réels du degré 2 €_l , et l'on 
aura ces deux polynômes à la fois , en employant la double 
valeur de «. Donc , en combinant cette conclusion avec celle 
qu'on a trouvée plus haut pour tout polynôme du degré i* i , 
on pourra toujours résoudre un polynôme quelconque en fac- 
teurs réels du premier ou du second degré. 

Nous avons donné dans le chapitre II un moyen direct 
de trouver les racines imaginaires supposées de la forme 
« ± j8 t/ — i , d'où résultent les facteurs réels du second degré 
x % — 2 * x + ** + 0* j mais la quantité /S dépend de l'équation 
dont les racines sont les carrés des différences entre les racines 
de l'équation donnée , et qui n'est d'un degré impair que dans 
le cas où le degré de cette équation est un nombre impaire- 
ment pair , ou impairement pair plus l'unité. Dans ce cas , on 
peut tout de suite trouver les limites d'une racine réelle d© 
cette équation , par la simple substitution des nombres 
o , i,2,3, &c. si le dernier terme est négatif , ou des 
nombres o , — i , a , 3 , &c. si le dernier terme est 
positif} et ayant les premières limites , il est facile de les res- 
serrer à volonté. Mais lorsque l'équation est d'un degré pair, si 
son dernier terme n'est pas négatif, on ne sera assuré de trouver 
les limites d'une de ses racines réelles , qu'après avoir trouvé 
une quantité plus petite que la plus petite des différences entre 
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ses racines , soit au moyen de l'équation des différences de 
celles-ci , ou par la méthode de la Note IV, ou bien en emplo}'ant 
la méthode des limites de la Note VIII j ce qui peut entraîner 
dans des calculs assez longs. Par l'analyse que nous venons de 
donner ci-dessus , la décomposition de tout polynôme , et par 
conséquent de toute équation en deux facteurs réels , dépend 
immédiatement de la racine réelle d'une équation d'un degré 
impair, dont la recherche ne demandera que la simple substi- 
tution des nombres naturels à la place de l'inconnue. Ainsi à 
cet égard l'analyse précédente peut être quelquefois préférable 
dans la pratique à la méthode générale du chapitre 1 er . 

On pourroit déduire des mêmes principes d'autres consé- 
quences intéressantes pour la théorie des équations j mais nous 
nous contenterons de faire voir en peu de mots, comment 
la résolution générale des équations du troisième et du qua- 
trième degré en dépend. 

Il suit d'abord de ce que nous venons de démontrer , que 
puisque 4 est une puissance de a , l'équation générale du qua- 
trième degré peut se décomposer en deux du second degré , 

i , . 4-3 , . ,. 
moj'ennant une équation en u du degré , c est - a - dire 

du sixième degré, et dontles racines seront /B>, g/,?/, 

en supposant *, 9 >, ^, pour les racines de la proposée j 
mais cette équation peut se réduire ensuite à une équation 
en y ou en z , qui ne sera que du troisième degré j de sorte 
que l'équation générale du quatrième degré est toujours ré- 
soluble , moyennant la résolution d'une équation du troisième 
degré. 

Si on cherchoit l'équation dont les racines seroient la somme 
des racines * , 0 , <T, prises deux à deux, cette équation 
seroit encore du sixième degré, et serviroit à déterminer le 
coefficient du second terme des diviseurs du second degré de 
la même équation du quatrième degré j mais en diminuant 
toutes les racines de celte équation du sixième degré de la 
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moitié de la somme des racines * , jg, y , <f , somme qui fait 
le coellicienl du second terme de l'équation proposée, toutes 
les puissances impaires de l'inconnue disparoîtront , et l'é- 
quation deviendra résoluble à la manière de celles du troisième 
degré , comme Descartes l'a trouvé j car dans ce cas , ses ra- 
cines deviendront 

*-f/3 — y — l * + > — /3 — ^ * + j8 — y 

" » ~ » : » 

a a a 

t + y — * — * — > r + / — « — 0 

qui sont deux à deux égales , et de signe contraire. Celte 
équation aura de plus pour dernier terme , un carré avec le 
signe négatif} car il est visible que ce terme sera 

et on peut démontrer que le produit 

est une fonction invariable des quantités * , j8 , y , / , et par 
conséquent déterminable par les coefliciens a, b , c, d, de la 
même manière que nous avons démontré l'invariabilité de la 
fonction (P — p ) ( Q — q ) R — r) . . . . j car il est facile de 
voir que cette démonstration aura lieu également en prenant 
pour P | Q , R , &c. des fonctions invariables quelconques 
de la moitié des quantités a, j8 , y y &c. et contenant toutes 
une même quantité & ou 0 , &c. , et pour />, q t r, &c. des 
fonctions semblables de l'autre moitié de ces quantités. 
En effet , on trouve par le développement 

(* + /8 — > — + > — /3 — /) H — y) 

= fl + + j,» + /» ) + a 

+ (* + * + ;>' + (*'+*'+ 

De sorte que si Ton a l'équation du quatrième degré 

dont 



Digitized by Google 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. aa5 
dont les racines soient — * , — /3, — y , — <f, en sorte que 
a = * + a + y + t 

d sm * fi y S> 
on trouvera 

= o* — 4 a Z» + 8c 
Or , si l'on considère l'équation dont les racines seroient 
(. + JB — + 

et que cette équation soit représentée par 

jr s — L y* + M / — N = o 

on aura 

M = — y — /)•(* + > - H - 

+ (• + * — > — *)••(•+ 

N = ((* + * — > — <r) (* + >— O (« + ^— s — y))* 

où l'on voit que les coefficiens L , M , N sont des fonctions 
invariables de * , /8 , y , ï , et qui peuvent par conséquent se 
déterminer par les coefficiens a, b , c d, de l'équation donnée ; 
et l'on trouvera , par un calcul qui n'a de difficulté qu'un peu 
de longueur, 

L = 3 a' — 8 b 

M = 3 a 4 — 16 o'J + 16 ^ + 16 c c - G i ^ 
N = ' ( a 3 — 4 cH8c)' 
Ainsi , si on désigne par r , $ , * , les trois racines de l'équa- 
tion en y , on aura 

* + > — /3 — ^ = / * 
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où Ton peut prendre à volonté les radicaux en plus ou en moins j 

mais comme leur produit doit être égal à la quantité 

û'-4fli + 8 c, 
si cette quantité est positive , on pourra prendre les trois radi- 
caux positivement } si elle est négative , il faudra en prendre 
un négativement. 

Avec celte attention , si on combine avec les trois équations 
ci-dessus l'équation 

on en tirera les valeurs suivantes , où tous les radicaux sont 
censés pris positivement. Si a* — 4 a b + 8 c > o 

a + {/ r + y/ s + \/ t 

a + y/r — y/ s — y/ * 
4 

a — ■ r + V 6 — V * 

y = _ 

/ = « - v r - v * ± v 7 ' 

4 

et si a s — 4oi + 8c<o 

fl—y/r-h y/ s + V 7 « 

••= 4 

g — l/r—y/j— y/< 
4 

o ■+* V /r + V 7 J — V 7 * 
» - 4 

/ — a+y/y — \/ * + y/ t 
4 

On a ainsi à la fois les quatre racines — * , — 0 , — > , — l 9 

de l'équation du quatrième degré. Ces expressions sont dues 
à Euler; comme elles sont moins connues que celles qui résultent 
de la méthode de Descartes , j'ai cru qu'on seroit bien aise de 
les trouver ici. 
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Tel est le fondement de toutes les méthodes qu'on a 
trouvées jusqu'ici poor la résolution générale des équations 
du quatrième degré , comme je l'ai fait voir ailleurs en détail. 
y oyez les Mémoires de l'Académie de Berlin , pour l'année 
1770. 

A l'égard des équations du troisième degré , leur résolution 
générale dépend d'une fonction linéaire des trois racines « , B , y , 
telle que <t + fn fi -+- rt y ; cette fonction, en faisant toutes les 
permutations possibles entre les trois quantités « , fi , y , aura 
ces six valeurs différentes 

a, + m fi + n y j * + m > + h £ , 
fi + m* + ny, fi + m y + n <t t 
•y + mfi + ntL, y + m & + n fi t 

qui pourront être les racines d'une équation dont les coeffi- 
ciens seront déterminables par des fonctions rationnelles des 
coelliciens de l'équation proposée. Or, si l'on prend pour 
m et n les deux racines cubiques imaginaires de l'unité , qu'on 

peut représenter par r et r*, en faisant r = — 1 — - il 
arrive qu'en supposant 

t=* + rfi + r>y 
et U — cL + ry + r'fif 

les six racines dont il s'agit deviennent , à cause de r 3 = 1 , 
* , u , r t , r u , r* t , r* u j de sorte qu'en prenant y pour l'in- 
connue de l'équation qui aura ces six racines, Je produit des 
trois facteurs simples y — l,y ~ r t , y r* t , sera ( à cause 
de 1 + r + r* = o et r' = 1 ) y 3 — et le produit des trois 
facteurs semblables^ — u,y — r u,y — r* u , sera pareille- 
ment^ 3 — u 3 } multipliant ensemble ces produits , on aura 

équation du sixième degré , résoluble à la manière des équa- 
tions du second degré , et dont les deux coefficiens ? + « 3 et 
t 3 u 3 seront nécessairement des fonctions invariables de « , fi , y. 

* Ff a 
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En effet , on trouve par le développement 

? = L + 3 r M + 3 r* N 
«' = L + 3 r N + 3r*M, 
en faisant pour abréger 

L=* 3 + /3 3 + > 3 + 6*j3> 

M = a* i8 + fi* r + >• * 
N = *» > + j3* * + >' /S j 
Et de-là , â cause de r + r* — — i , 

r + w 3 = 2 L — 3 ( M + N ) 
et f u 3 = L> — 3 L (M + N) + 9 ( M + N)* — 27 MN, 
où Ton voit que les quantités L , M + N et M N , sont en effet 
des fonctions invariables de » , $ , y* 
Soit maintenant 

l'équation générale du troisième degré ayant pour racines 
— * , — fi , — y , on aura 

* + fi + y = a , *fi+*y+fiy = b, * fi y = c, 
de là on trouvera 

** + + = a* — 2 £ 

* 3 + 0 3 + > 3 = a 1 — 3 a b + 3 c 

* 3 /S 3 + « 3 >' + fi' y 3 = 6 5 — 3 a 6 c + 3 t*j 

donc 

L = o ! - 3 o i + 9 c 

M + N = a b — 5 c 

M N = £ 1 + (a 3 — 6 a b) c + 9 c* j 

d'où Ton aura enfin 

/ 3 -f u 3 = a a 3 — 9 a # + 37 c 

? u 3 = (o 1 — 3 £) 3 } 
de sorte que l'équation en y sera 

j' ! -(a fl'-goi + »7 c)y + (a* — 5 bf = 0} 
d'où l'on tirera deux valeurs de jk 3 » qui seront celles de t 1 et 
de m 3 , et dont les racines cubiques donneront les valeurs de t 
et u j enfin ces valeurs , combinées avec l'équation a = * -f fi + 7 , 
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donneront à la fois les trois racines — * , — [$ , — y j 
on aura , en effet , 

a + t + u 



0 = 
y — 



3 

a + r / + r* m 



3 

La première de ces expressions , en y faisant a = o , donne la 
formule connue de Cardan. 

Toutes les méthodes qu'on a imaginées jusqu'à présent pour 
résoudre les équations du troisième degré , dépendent du même 
principe , comme je l'ai fait voir daus les Mémoires cités. 



■2 '\> de la résolution 



NOTE XL 

Sur les formules cV approximation pour les racines des 

équations. 

Nous avons vu dans la Note V que la méthode de Newton 
consiste à substituer successivement dans une même fonction 
les résultats des substitutions précédentes; ainsi on peut réduire 
en formule le résultat général de ces substitutions. 

Soit F x = o l'équation proposée , el. a la première valeur 
approchée d'une des racines de cette équation. Suivant la mé- 
thode dont il s'agit , on substitue a -+• p à la place de x, et on 
rejette dans le développement tous les termes où p mont» 
au-dessus de la première dimension. 

Par le développement connu des fonctions , l'équation F x = o 
devient 

F o + p F' a + - F" a + Sec. = o, 

F a 

et se réduit kT a + p T a = o t d'où l'on tire p = — - . 

va 

F a 

Ainsi a étant une première approximation , si on fait b — ~ — — , 

on aura a + b pour seconde approximation, et celle-ci donnera 

de la même manière , en faisant c — — L7— t~t \ > 1* tr0 *- 

t {a + ù) 

sième approximation a + b + c , et ainsi de suite j de sorte 
que la valeur de x sera exprimée par la série a + b + c+d+ &c. 

Or je remarque que si b est une quantité très-petite , la 
valeur de F (a + b) sera très-petite de l'ordre de b* ; car le 
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b* 

développement de F ( a -f b ) donne Fa + bF'a -\ Fa -f & c . 

2 

mais b = — ; donc F ( a + b ) = — F * a + &c. donc , 
F (a + M " 

puisque c = — , l a valeur de c sera aussi du même 

ordre &\ De même , la valeur de F ( a + A + c ) sera 
de Tordre de c' , et par conséquent de Tordre de b { 5 car 

F( û + *+c) = FCa + 6) + cF'(a + ô) + ^-F"(a+A)+&c. i mais 
F (a*+ 1) , _ . . c» 

c = FlTTTJ } donc F ( û + Hc) = T F"( û + i ) + k 

donc , puisque cl = — —1— — — , l a valeur de </ sera aussi. 

de Tordre de b 4 , et ainsi de suite. D'où il s'ensuit que si F a est 
une quantité très-petite , Terreur des approximations a -f b , 
a+b + Cfd+b + c + d, &c. sera respectivement de Tordre 
des puissances 3,4,8, &c. de F a. / 

Si on développoit successivement tontes les fonctions suivant 
les dimensions de Fa, la formule a + b + c + &c. donneroit 

Fa (FayV'a (Fa) 3 F"g (Fa)' (F" a )« 
° Fa" 3 (F a) 3 + a.3(F'«)»- â (Fa)» + 

Mais cette formule , qui est très - commode pour le calcul 
arithmétique , ne peut fournir la série ordonnée suivant les 
puissances de F a, que par des développemens longs et pénibles $ 
et on peut tirer directement celle-ci de Téquation même 

Pi + pFa + ^^'+i F"'a + &c. = o, 
en la mettant sous la forme 

" = -F7-î^(T Fa + £3 F '"° + &c.) 

et substituant successivement les premières valeurs de p dans 
les termes qui contiennent p> , p 3 , &c. , ou bien en supposant 



&c. 



/ 
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tout de suite dans la même équation 

, p *m A F a -j- B(Fû)'+ C(Fa)'+ &c. 
et égalant à zéro les termes affectés des mêmes puissances de a j 
ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination 
des coelïiciens indéterminés A , B, C , &c. 
On aura ainsi 

A F' a + t = o 

B F a + — F" a = o 

2 

C F a + A B F" a + A? F'" a = o 



&c 
d'où l'on lire 

A = 



a.3 



B = — 

C = 
&c. 



Fa 
T" a 

2 (F a y 

(F" a)» F" à 



2 (Fa) 5 2.3 (F' a) 4 



et la série 

o + AFû + B(Fc)' + C(Ffl)' + k - 
sera la même que celle qu'on a trouvée ci-dessus j ce qui prouve 
la correspondance des deux méthodes. 

Mais on peut parvenir à ce même résultat par une autre 
méthode plus directe et plus analytique. 

La question consiste à tirer de l'équation F(a-f/j) = o, la 
valeur de p en série. Je puis regarder la quantité a comme une 
fonction d'une autre quantité « , et supposer que a devienne 
û + p lorsque * deviendra * -f- i*. Ainsi , comme a devient en 

»• P 

général a + i d + — o" + — - a!" + &c. lorsque * devient 

2 2.0 

* + i , on aura 

p^ia' + - a" + ~ a'" + &C, 

2 3.0 

Je 
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Je puis supposer en même temps que a soit une fonction de *, 
telle que l'on ait F a = *; alors F (a +p) deviendra » + i, 
et l'équation F (a + p) = o sera * + t = o , laquelle donne 
sur-le-champ * = — * = — F a j de sorte qu'on aura 



„i in 
a . „ a 



p — — a F a + — (F a)* (F a y + &c. 

et il n'y aura plus qu'à trouver les valeurs de a', a" , a'" , &c. 

Ces valeurs sont les fonctions dérivées de a , considérée 
comme fonction de <t ; or on a pour la détermination de a en <t , 
l'équation Fa = «j donc, si on prend les fonctions» dérivée3 
relativement à * , en regardant o comme la fonction Je * , et 
qu'on désigne, comme on l'a fait plus haut, par F' a, F' a, 
F" a, &c. les fonctions dérivées de F a par rapport à a , les 
fonctions dérivées de F a, F' a , &c. relativement à <*, seront 
a' F' a, a' F" a, &c. et l'équation F a = * donnera d'abord 
a' F' a = i , d'où l'on tire 

n' -- 1 
• * a 

et de-là, en prenant toujours les fonctions dérivées , et substi- 
tuant cette valeur de a' , 

a' F ' g F* a 

° ~~ (Y a)* ~ (F a) 1 ' 

a'F'"a 3 a' ( F" a )* ' 
a ~~ (F'a) J T ( F' a y 
T'a 5 (F 'g)» 

~~ (F' a) 4 + (Fa) 5 9 
&c. 

On peut trouver ainsi successivement les valeurs de o', a", 
a'", &c. par lesquelles on pourra continuer aussi loin <m'oa 
youdra la série 

a — a F a + (Fa)' — — ( F a )' + &c. 

qui exprime la valeur de x dans l'équation F * s= o , et l'on aura 
la même série qu'on a trouvée ci-dessus. 
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Cette formule revient à celle qu'Euler a donnée dans la seconde 
partie du Calcul différentiel ( chapitre IX , art. 264 ). On voit 
par un Mémoire de Courtivron , imprimé dans le volume de 
l'Académie des Sciences pour l'année 1744 , qu'Euler Pavoit 
déjà trouvée à cette époque , et on peut la compter au nombre 
des découvertes dont il a enrichi l'Anal j-se. Par la manière dont 
nous venons de la présenter , elle est une suite naturelle de la 
théorie du développement des fonctions. 

Nous allons maintenant rapprocher les résultats précédens 
de ceux qu'on peut tirer des séries récurrentes. Suivant la 
méihode exposée dans la Note VI, pour avoir la valeur de la 
racine p de l'équation 

Fa + pF'a + ^F"a + -^- F'" a + &c. = o, 

- 3. 2.0 

il faudroit développer la fraction 

F'a -f p F'a + ^ V" a + &c. 

a 

F a + p F' a + — F 7 o + &c. 

2 

suivant les puissances de p ; et si T p" et V p^ + i sont deux 

T 

termes consécutifs , on aura — pour la valeur de p , d'autant 

plus exacte que ces termes seront plus éloignes du commence- 
ment de la série. 

Dans la méthode ordinaire , les termes d'une série récurrente 
se forment les uns d'après les autres; mais celte manière, qui 
est très commode pour le calcul arithmétique, n'e*.t pas propre 
à donner le terme général en fonction des coefliciens de l'équa- 
tion , et il faut pour cela employer d'autres moyens. 

Pour donner à cette recherche toute la généralité dont elle 
est susceptible , je vais considérer la fonction fractionnaire 

9 x 

U — X + /V 
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dans laquelle je suppose que / x et p x sont des fonctions 
de x , telles que 

/^A + Bï + Ci'+Di' + k 
p x = P + Q * + R x x + S x 3 + &c. 
Je représente par 

(o) + (1) x + (a) + (3) x' + &c. 
la série résultante du développement de cette fonction , suivant 
les puissances de x , et je me propose de trouver l'expression 
du coefficient («) de la puissance *\ 

Je commence par développer U fonction suivant les puissances 
de/xj j'ai la série 

ex 9 x f x t x f % x 

+ -, '—^ + &c. 



u — x (u — x) % (u — x) 3 

je considère chacune de ces fractions en particulier , et je 
cherche les termes multipliés par x n qui peuvent résulter de 
leur développement. 

La fraction — - — donne la série connue 
u — x 

1 a: x* r 1 

« u* u 1 

laquelle étant multipliée par la série représentée par 9 x , don- 
nera les termes suivans affectés de x* , 

(5^ + % + £•> + ^ + &c 0 

où il faut remarquer que , comme les puissances de u dans les 
dénominateurs vont en diminuant , il faudra s'arrêter au terme 
divisé par u. 

Or , si on considère la fonction • x , qu'on la divise par x"* ' , 
qu'ensuite on y change x en u , et qu'on ne retienne que les 
termes divisés par u ou par des puissances de u , il est aisé de 
voir qu'on aura de cette manière la série qui multiplie x*. Donc 

la partie multipliée par provenant de la fonction » 

G g a 
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* 9 II • j 

pourra être représentée par -, X* , en ayant soin de ne rete- 



nir que les termes de -^r; qui auront u au dénominateur. 

De la même manière , si on cherchoit la partie multipliée 

9 x x / x 

par x", provenant du développement de la fraction , 

suivant les puissances de x, on trouveroit — — , en ne 

_ ç u x f u , 
retenant dans — — que les termes qui auroient une puis- 

. . t ux fit , 
sance de k au dénominateur. La quantité ^~ — est donc 

identique avec le coefficient de dans le développement de 

0 X JX 

— : donc l'identité subsistera encore entre leurs fonc- 

u — x 

tions dérivées relativement à u j d'où il suit que la fonction 

dérivée de — ^+7—» que nous dénoterons par ^ — ^ H + \ - J , 

sera égale au coefEcient de *" dans le développement de la 

fonction dérivée de — relativement à u, 

u — * 

Or, comme u ne se trouve ici que dans le dénominateur, et 

que la fonction dérivée de — - — est — -, — r ,onencon- 

' u — x (u — x) 1 

1 •• /tu x f u\ . _ _ , 

dura tout de suite que ^ — J x* sera la partie du de- 

9 X X f X 

veloppement de — ( u _± x y * *1 U1 sera mu ltipliée par x* , en 

. , . , , - f « X fit 
ayant toujours soin de ne retenir dans la fonction — — , et 

par conséquent aussi dans sa fonction dérivée » 
que les termes qui auront u au dénominateur. 
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On trouvera pareillement que la partie multipliée par x* dans 

le développement de — » suivant les puissances de x , 

. , $ u X f* u . 
sera exprimée par — , en ne retenant que les termes 

divisés par des puissances de u ; donc l'identité subsistera 
encore à l'égard des fonctions dérivées relativement à « 3 par 

conséquent , la seconde fonction dérivée de -~ relati- 
vement à «, que nous dénoterons par ( J - * f , sera 
encore égale à la partie affectée de x" dans le développement 

0 X § X 

de la seconde fonction dérivée de . Mais la première 

u — x * 

fonction dérivée de — - — étant — -, - — -,1a seconde sera 

u — * {u — xy 

^ * x y y ^ 0IIC > divisant par a , on en conclura que 

0 X X 

sera la partie du développement de 3^~£\5 scra Multi- 
pliée par x" , en ayant soin de ne retenir dans la valeur de 
^ rff , J que les termes divisés par des puissances de u. 

On prouvera par une analyse semblable qu'en dénotant par 
( j^^Tu 7 "^ 7 ) la tro * si ® me f° nct i° n dérivée , relativement à u , 
de la fonction ^ ^ ^ ^ , , et supposant qu on ne retienne dans 
cette fonction que les termes divisés par des puissances de u , 

la partie multipliée par x" dans le développement de — - ' 

(u — xy 

suivant les puissances de #, sera exprimée par ( -i U J " t ) x* j 
et ainsi de suite. 
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Donc , en rassemblant toutes ces parties , on aura l'expres- 
sion complète du terme (n) x* du développement de la quan- 

■ x ... 
u x + fx 1 smvant puissances positives de x , et l'on 

trouvera 

(/,) - ^ + \—^—) + 

en ayant soin de ne retenir que les termes qui contiendront 
des puissances négatives de u. 

Nous remarquerons ici qu'en prenant encore successivement 
les fonctions dérivées suivant u , on pourra avoir les expres- 
sions des termes multipliés par dans les développemens de 

Ainsi en désignant par (n)', (rc)", (n)"' * &c. les fonctions 
dérivées , première , seconde , &c. de la fonction de u désignée 
par (n) , on aura 

-(»)'*% W'f, -(»)'" £3 &c. 

pour les expressions des termes dont U s'agit. Et pour avoir 
les valeurs de («)', («)"> &c. il n'y aura qu'à ajouter un 

trait, deux traits, &c. aux fonctions^;, (^TT") t & c . 

de l'expression de (n). 

Supposons qu'on demande le terme général (tï) de la série 
provenant du développement de la fraction rationnelle 

P + Q x 

1 — a « co» • + »* 

On divisera d'abord le numérateur et le dénominateur par 

? x 

1 cos » pour le réduire à la forme , et 1 on aura 

U — X + J X 



Digitized by Google 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. a3 9 
par la comparaison ayec cette formule 

P Q 



9 x 



2 cos « a cos « 
*' i 



f* = r—— % U 



a cos » a cos * 

Donc on anra 

a cos » a cos « 1 



/Ut 
o me *» w 



a cos » ' ( 2 cos») a> 



Donc 



-T* = 7 ïï &c - 

(a cos*) 



* u 


P a-"" 1 


+ 


Q W* 


u' + * 


3 COS » 


2 COS « 


fuxfu 


P + 1 




Q «— +• 




(acos»)* 


+ 


(a cos*.)" 




P «— + 3 

(flC0S») J 


+ 


Q tt-" + < 
(acos*)' 


&c. 







En prenant les fonctions dérivées par rapport à u on 
aura donc 

> u** 1 ) (acos-)* ( ac o S *7 

(tuxpuy? m (n — 3) (n — a ) P « 
V a + ' / 



,— » + 1 



2 ( 2 COS M ) J V 

( n — 4) (/i — 5) Qjrg; 



fi (2 COS • ) 1 

et par conséquent 



Va cos « (acos«) 1 a ( a cos « j? K °V 

Va cos « (a cos mf T ' 2 ( a cos «j 3 &C 7 



Digitized by? Google 



24o DE LA RÉSOLUTION 

où il n'y a plus qu'à substituer au lieu de u sa valeur — - — , 

a cos • 

On aura ainsi 

(*) = P ((a cos •)•— (n— i ) (a cos •)"- + — g )("— g) ^ CQS 

(n— 5)(«— 4)(n — 3) , ^ * • v 
3 ( 2 cos «)•••**+ &c.J 

+ Q((aco8.)— (a cos»)- 5 + ( "~ 4) (n ~ 3 , } (acot.)-*. 

.ou il suffira de ne point admettre de puissances négatives 
de cos w. 

Celte expression peut se réduire à une forme plus simple, 
en employant les formules connues des sinus des angles mul- 
tiples ; on aura par ce moyen 

. . sin ( n + î ) » _ sin n » 
(„) = p ^ + 



sin et 9 



comme Euler l'a trouvé dans l'Introduction à l'Analyse j mais la 
formule précédente a l'avantage de pouvoir s'appliquer faci- 
lement aux fractions dont le dénominateur est une puissance 
quelconque, 
En effet , pour la fraction 

V + Q x 

( 1 — a X cos a» -+■ X* )* 

on aura le terme général — (/*)' x' -, et en prenant la fonction 
dérivée de l'expression de (n) en u , on aura 

- (n )- = p( ( " + _<»7'> 

Va cos » (a cos » r 

> (,,- 5) („-,)(„- y 

a (a cos ») J / 

+ Q r + (»-»)(—»)"-• 

2 cos m (a cos»)» 

(n-4K»-3)(n-^-- _ 

a ( a cos • ) J / 

et 
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et substituant pour u sa valeur , il viendra 

r a cos * 

— (/7)' = P((« + 1) (2cos«) , - M — (n — i) n (2cos«)" + i 

+ i — — -(2 COS*)" 3 — &c.) 

é 

+ Q(n (2 cos w)"— (n — a) (n — i) (3Cos«»)' , - , 

(n — 4) (« — 5) (n — 2) - . \ 

+ v £-i i-J '(2 COS») * — &c.) 

où il suffira aussi de pousser les séries jusqu'aux puissances 
négatives de cos « exclusivement , et ainsi de suite. 

Reprenons maintenant l'expression générale en u , du coeffi- 
cient {ri) de la puissance x* dans le développement de la frac- 
tion — — s- î et supposons que le numérateur t x soit 

u — x + f x 

i — f Xy ou plus généralement de la forme 4 x ( î /' x) , 
c'est-à-dire qu'il soit le produit de la fonction dérivée du 
dénominateur prise négativement , par une fonction -l x f 
qu'on suppose entière et rationnelle. Faisant la substitution de 
4 u ( i u ) au lieu de f u , on aura 

4 M 4uxf'u ^ 4«x/« Y / 4« xfufu \' 

et par conséquent 

H h 
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Donc faisant ces réductions , et supposant pour abréger 

4 a 



V tt = - 



on aura 



+ (— ^— ) + &c. 

Cette formule servira à trouver l'expression du terme général 
(;/) * n dans le développement de la fraction 

4« ( i —f x) 
u — x + f x 

suivant les puissances de x, pourvu qu'on ait soin de ne rete- 
nir que les termes qui contiennent des puissances négatives 
de u. 

Supposons *x = i , et par conséquent tB»i J tBSs«- , - , J 
on aura le terme général («) x" du développement de la frac- 

i — f x _ . 
t,on Or si *, H , y y &c. sont les racines de l'équa- 

tion u — x + f x — o , ce terme sera exprimé par 

par ce qu'on a démontré dans la Note VI. On aura donc , en 
mettant n à la place de n + i , 

7 + 7 + y + &c - 

«n ne conservant que les puissances négatives de u. 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 2 p 
Soit proposée , par exemple , l'équalion 
a — b x + c#' = o, 
dont les racines soient «, et fi. 

On la divisera par b pour la réduire à la forme u — x + fx t 

on aura f x — ~, et la valeur de u sera 7. Donc chan- 

0 0 

c f/' 

géant * en u dans / x , on aura / u = — , et de - là 

(« 7x/« = 5 , C«-yx/-»=^ £ , 

{tr*yxfu=* - , &c. Donc 

+ 7 = u - T " + ST* B 

2.3 6 3 T 
où il n'y aura plus qu'à faire u — On aura ainsi 

*7 + T~\o' ~ b W + 7b 1 \a) 

2.3 O \fl/ 

en continuant cette série tant qu'il y aura de puissances posi- 
tives de -. 
a 

Si on vouîoit avoir la somme des puissances positives + 
il n'y auroit qu'à considérer l'équalion ai' — b x + c = o >qui 

résulte de l'équation précédente , en changeant * en - , et doi t 
Us racines sont par conséquent - et ce qui ne demande que 



Hh a 
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de changer a en c et c en a. On aura donc ainsi 

En général , « , 4, y , &c. étant les racines de l'équation 
« — * + f * = o, 

on aura 

w — x + = *(*—*) (x — 0) (# — >) 

£ étant le coefficient de la plus haute puissance de x - t et 
prenant les fouctions dérivées de part et d'autre , 

— i +/"* = *(*— — + — *) (x — >)... 

+ * (x — *) (x — y).... 
donc divisant et changeant les signes 

i — f x i i i 

« - x + /* - . - * + j~zr- x + 7^ + &c - 

et multipliant par 4 x 

4 x(i—f x) _ 4x 4x 4x * x 

u — x J x <*■ — x ,3 — x > — x 
' Or 4 x étant supposé une fonction entière de x , on pourra 
la diviser par * — x , jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste 
tans x j et pour trouver tout de suite ce reste , il n'y a qu'à con- 
sidérer que 4 * — 4 x est divisible par * — x , le quotient étant 
une fonction entière de x et * , que nous désignerons par F (x , a ) j 
et si 4 x est une fonction du degré m, il est clair queF(x,*)sera 
du degré /n— 1 . Donc, puisque 4»— 4 x = F(x, *) x (*— x) } on aura 

4x= 4« — F(*,«) x(*— x)j donc =— F(x, *) + 4 — . 

* « et x 

On trouvera de même -i£~ = _F(*,/3) + et ainsi 



i 
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des autres. Donc , en faisant ces substitutions , on aura 

-J (l rff* = - F (*>«) - F - F(*,>)-&c. 

U — ■ X ■+■ J X 

+ _±i_ + + _±L_ + &c. 

* — x fi — x > — x 

En résolvant ces fractions en séries, on aura après les m — i 
premiers termes , dans lesquels se fondent les parties entières 
— F (*,*), — F {x i fi) i &c. une suite régulière dont le 
terme général sera 

de sorte qu'on aura , n étant > m , 

W = ^ + jï+T + yT=T + &c « 
C'est le terme général de la suite récurrente qui résulte de 

la fraction f-^ , exprimé par les racines « , fi , y . &c. 

u — x + j x ' * ' 

de l'équation u-~ x -f f x = 0* 

En comparant cette expression avec l'expression générale 
de (n) en « trouvée ci-dessus, et mettant pour plus de simpli- 
cité n à la place de n + 1 , on aura 

— + -y + 7T + &c - 

— + « X / a + ^ — J 

où * « = , et où on ne doit retenir que les termes qui 

contiendront des puissances négatives de u. 

Supposons maintenant que l'exposant n soit infiniment grand, 
en sorte que le terme (//) x*~ ' , auquel il répond dans la série 
récurrente , soit pris à une trèi-grande distance de l'origine , 
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on pourra alors regarder la fonction f u = comme ne 

contenant que des puissances négatives de u , et môme toutes 
les fonctions Hr' u xf u , f' u X f* u , &.C. comme ne contenant 
aussi que des puissances négatives de u j du moins cette sup- 
position sera d'autant plus exacte , que le nombre n sera plus 
grand. Dans cette hypothèse, H n'y aura aucun terme à rejeter 
dans l'expression de (n) , et on pourra regarder la série 

comme allant à l'infini sans aucune interruption. 

Or j'observe que toute série de cette forme , dans laquelle **• u 
et f u sont des fonctions quelconques de u , a cette propriété 
remarquable , que si on la multiplie par une autre série sem- 
blable , dans laquelle , à la place de la fonction *" u , il y ait 
une autre fonction quelconque n u, le produit sera encore 
une série semblable , mais dans laquelle il y aura t u x n « à la 
place de t u. Eu effet , si on multiplie ensemble les deux 
séries 

, . / V u X f* u\' , u X P u\" 
TB + +»xfu + ( V L ~ ) + ( ^J—) + & c - 

n M + n' w x/a + ( + { a J ) + &c, 

on a 

* « x n u 

-f- (fttxn'w + n a x 

+ * w ( J — ) + « x n' u x /* u 

&c. . 
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Or f « x n' u + n u x V u = ( f u x n «)', 

( n,B a X ^ ) , = ; n, »x/ ,B + 

~— ) = 3 * * + X/»/»! 

donc la série devient 

* x n « + ( * « x n w )' / « , 
+ £ (* » x n* » + 2 *' « x n' M + n w x *"u) pu> 
;+ (* u xn uYfuf u + &c 

savoir 

t.xa,t(wii ll )7.t(t t " x ^yj!) + &c . 

Et on trouvera la même chose en poussant la multiplication 
plus loin , et en rassemblant les termes qui contiennent les 
mêmes dimensions de / u. 

Donc en général si on dénote par (* u) la série qui contient 
la fonction * w, et de même par (n a) la série qui contient n u , 
la fonction / u demeurant la même dans les deux séries , il 
résulte de ce que nous venons de trouver que l'on aura 

(*«) x (n u) = (Va x n «), 
et comme cette propriété a lieu quelles que soient les fonctions 
•>i'Metna,sionfait , i'ttxnw=+M,onaura(*«)x(n w ) — (*„). 

aono(n„>= ( ; l^ im aisn B = l2, don» £ïî (±JL) , 

c'est-à-dire que le quotient de deux séries semblables, lesquelles 
contiennent deux fonctions différentes , * u et *" u , sera aussi 
une semblable fonction qui contiendra le quotient de ces mèmea 
fonctions. 

Donc si on prend deux nombres très grands , « et « + r, 
dont la différence r soit un nombre quelconque positif ou néga- 
tif, le quotient de la quantité 

4. m 4 0 4 y 

T + T + T * 
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divisée par la quantité 

/S""*" y~*" 
sera exprimée par la série infinie 

* u + *> u xfu + ( *"*^ f/ ) + &c: • 

en faisant * u = ~ divisé par ~ , c'est-à-dire ¥ m = w\ 

D'un autre côté , n étant un nombre infiniment grand , il est 
visible que les deux quantités ci-dessus se réduisent à leurs 

■4. * 4 * 

premiers termes et —^r r , * étant la plus petite des racines 

A CL 

« , /S , y , &c. Donc le quotient de la première de ces quantités, 
divisée par la seconde , se réduira à *' -, d'où résulte ce théorème 
très-remarquable. 

Si * est la plus petite des racines de l'équation 
u — x + f x = o, 

on aura 

*' = * + (u')'xfu+ Ç J ) +Q-L-J-) + &c. 

r étant un nombre quelconque positif ou négatif. 

Ainsi on a par cette formule, non -seulement la racine « , 
mais encore une puissance quelconque de la même racine. 

Si on fait maintenant r — — n, n étant un nombre fini 
quelconque, et qu'on compare cette formule avec celle qu'on a 

1 1 1 

donnée plus haut pour la valeur de — + — + — + &c. oa 

en tirera la conclusion suivante très- singulière. 
Si dans la formule 

»- + {u -.y fu + (OC^)' + *c. 

on ne retient que les termes qui ont des puissances négatives 
de u , elle donne la valeur de la somme des puissances — n 

de 



« 
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de toutes les racines a. , j8 , 7, &c. .vi o« v conserve tous les 
termes , elle ne donnera que la même puissance de la plue 
petite racine a. 

Ainsi , comme nous avons déjà trouvé plus haut pour les 
racines * et £ de l'équation ex* — bx + a = o , la formule 



,» ( ,-6)(,-^ ( y ttt . • 

2 . o b' \<i/ 
en ne continuant la série que tant qu'il y a de puissances 

positives de -, si on continue cette même série à l'infini sans 

aucune interruption , on aura alors la valeur du seul terme — , 

en prenant pour * la plus petite des deux racines * et /3 j et 
même on pourra y faire n positif , ou négatif à volonté. 
Les deux racines de l'équation ex* — b x + a = o élatit 

d et £ , celles de l'équation a x* — b x + c — o , seront - et j , 

et l'on aura 

1^6 ( \/(b % — 4ae) 1 b y/(i'-4ac) 

*20 2 a 1 & ' 'î a 2 a s 

* étant supposée la plus petite des deux racines. Ainsi la 
série 

en ne retenant que les puissances positives de - , c'est-à-dire 

les puissances négatives de a , sera égale à 

(& + /(A'-iac))' + (b — x/ (b' — jo c))» 

(*«)• 

/z étant un nombre entier quelconque j et si on continue 
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la série à l'infini , elle deviendra égale à 

\ 2 a ) 

n étant un nombre quelconque positif ou négatif. 

La première partie de celte proposition est facile à vérifiVr 
par le simple développement des puissances n*™", puisque le 
radical y/ ( — 4 a c ) disparoît de lui-même j et d'ailleurs 
elle est déjà connue par le théorème de Moivre. 

Pour vérifier l'autre partie , il faut réduire en série le radical 
lui-même. Ainsi en faisant, par exemple , n = 1 , la série 
devient 

b c lac* 3.4 a* c s g_ c 

a b " ub 1 2.3 b' ~ ' 
laquelle peut se mettre sous cette forme 
b b x a c 1.1 $ac % i.i.S 3îo'c 1 ^ 
2 a a a 2' b 2. 4* ô 1 2.4.6* b 1 

Or cette dernière série est évidemment égale à -—^ ^&^ ac \ 

Soit l'équation indéfinie 

a — b x + ex 1 — c* x 1 + e i 4 — y ï 5 + &c. sa o 1 
on fera dans la formule générale du théorème ci-dessus 
c u % — - </ m 3 + e u 1 — f u 5 + &c. 

d'où Ton tire • 

c' a 4 — 2 c d u* + ( d* -H 2 c g ) ?/* + &c. 
' u - b* 

c* u* — 3 c c? u* + &c. 
/' « = ¥ 

/ B = — £ — 

&c. \ 
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Or (a r )' = /' j donc 

(»'}' x / « = r £ 

(" ) X/ 1 « = r £ - 

(a') X/ 1 w = r 

(«')'*/♦» = r 6+ 
&c. 

Prenant les fonctions dérivées , et substituant dans la formule 

dont il s'agit , on aura , après avoir fait u = - , et changé « 
en x, 

+ îFn ^ + + v 

r / (r + 5)(r + 4)q-+V (rjfi)(rf 5 ) a ^x3cd v 
r / (i- + 7)Cr+ 6)( r + 5)a^c« x 

+ TXi V + 

&c. 

Si r = î , on aura 

+ ^ F~ + * + &C * 



5 a 4 c 1 i\ a* c d 
+ — + &C ' 

i4 a 5 c« 



' 6' +&C ' 

Ii a 
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C'est la formule connue de Newton , pour le retour des 
suites, qu'on n'avoit encore trouvée que par la méthode des 
indéterminées. L'analyse précédente , en même temps qu'elle 
donne la loi de cette formule et le moyen de la continuer aussi 
loin qu'on voudra , fait voir que la valeur de * qu'elle exprime 
est la plus petite des racines de l'équation proposée. 

Si on veut appliquer la formule précédente à la détermi- 
nation de la valeur de p dans l'équation 

F a + p F a + £ F" a + ^ F" a + &c. = o , 

a 2.0 

que nous avons considérée au commencement de cette Note , 
il n'y aura qu'à substituer F a , — F' a , | F" a , — -~ F " a &c. 

bu lieu de a , b , c , d , &c. et p au lieu de x ; on aura ainsi 

F « (Fa)'Fa (Fa)^ _ »(F*V(F" g )' „ 
P ~ t'a + 2 (F'a) s a.3(Fa)» 2 (Fo) 5 * ' 

ce qui donne la même série que nous avons trouvée par deux 
méthodes différentes. 

Nous pouvons généraliser encore la formule du théorème 
donné plus haut. En effet , puisque * est une des valeurs de x » 
ce théorème peut se présenter ainsi. 

L'équation x = u + f x donne en général 

Or , soit F x une fonction quelconque donnée de * , on 
peut la supposer réduite à la forme M x' + N x' + P x' + &c. 
ainsi , pour avoir la valeur de F 4; , il n'y aura qu'à ajouter 
ensemble les valeurs de x , x' ^ x' t &c. multipliées respecti- 
vement par M , N , P , &c. j on aura par ce moyen une formule 
dans laquelle , à la place de « r , il y aura M u' -f N «' + P u' + &c. 
c'est-à-Jirc F u, et par conséquent F' u à la place de («')'. 
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De - là résulte enfin ce nouveau théorème, remarquable 
autant par sa généralité que par sa simplicité. 
L'équation x = u + f x donne - 

F * = F u + F' uxfu + -(F' uxf 1 u)' + A (F' uxP u)" + &c. 

2 2.0 

où les fonctions désignées par les caractéristiques f et F ^peuvent 
être quelconques* 

En effet , ce théorème , présenté Je cette manière , est indé- 
pendant de la considération des racines , et n'est plus qu'un 
résultat de la transformatiou des fonctions , qu'on peut vérifier 
par l'élimination successive de x ou de f/. J'ai donné le premier 
ce théorème dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, pour 
l'année 17G8 ; j'y étois parvenu par une analyse à-peu-près 
semblable à la précédente , mais moins rigoureuse. Plusieurs 
Géomètres se sont occupés depuis à le démontrer à posteriori 
par le développement des fonctions j mais Laplace en a donné, 
dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, pour 
l'année 1777 , une démonstration directe et élégante, tirée du 
Calcul différentiel ; c'est cette démonstration que j'ai trans- 
portée dans la Théorie des fondions ( n°. 99). 

Avant de terminer cette Note , je crois utile de montrer 
comment la méthode que j'ai donnée au commencement de 
cette même Note, pour résoudre par approximation l'équation 
F ( a + p ) = o , peut être appliquée à la résolution siraultauée 
de plusieurs équations à plusieurs inconnues. 

Supposons que l'on ait deux équations entre les deux incon- 
nues x et y , que nous désignerons en général par F (x,jy) = o 
et/(x,j) sa 0. Supposons de plus qu'on connoisse déjà deux 
Valeurs approchées a et b de x et y j en sorte qu'en faisant 
x — a + p ,y — b + q , les quantités p et q aient des valeurs 
furt petites. 11 s'agira de tirer ces valeurs des deux équations 
-F(a + j>,ô + y) = o, / (a + /> > 6 + ? ) =* o. 
Je puis supposer que a et b soient fonctions de deux autres 
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quantités * et j3 , de manière que ces quantités devenant 
a 4- i et /3 + o , les quantités a cl b deviennent a + p et A -f%^- 
Je puis supposer de plus que ces fonctions soient telles quo 
.F ( a, é) = * et f (a,b) = 0 j ce qui donnera , en mettant 

* -f i et £ -f o au lieu de * et j8 , 

F(a + + y) + i, / (a + + = /3 + *î 

de sorte que les équations proposées deviendront alors * + * = o 
et 0 -f o = o ; d'où l'on tire * = — * = — F ( a , A) et 

° = 

Or, en adoptant la notation des fonctions dérivées , indiquée 
dans la Note précédente , les fonctions a et b des quantités 

* et 0, lorsque ces quantités deviennent * + i et 0 + o , se 
développent dans les séries 

» + (7> + (ft 0 + (t-YI + (t?)'" + ($7 + &c - 

6 + (£> + (S 0 + (£) ; + (tf)' 0 + (?) t + &c - 

Donc , substituant — F (a, A) pour * et — / ( a, pour o , 
on aura 

. +K^) t ^' + (tf) F(o '* )x /<••*> 

F («,*)- (£)/<«.*) 

+ ; (£)/(«,*> + &c. ' 
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où il n'y aura plus qu'à substituer les valeurs des fonctions 

o' ci b' 
partielles (-7-) , £yj , \M » &c * ^ u ' on lirera °*es équations 

F (a, b) ^ *, et /(a, ft) s-f | 

en prenant successivement les fonctions dérivées relativement 
à * et 0 , et substituant à mesure les valeurs déjà trouvées dans 
les suivantes. 

Ainsi on aura d'abord 

(^) = o, C^)-w 

Mais on a en général , relativement à a et b , 

/(0)i ) = (£i^) a ' + (/ll^)) i ' ) 

donc , en regardant a et 6 comme fonctions de * et fi , on aura , 
relativement à chacune de ces quantités en particulier , 

(^)K^)><(^)-(^)><(^) = 0, 

d'où Ton tirera les valeurs des quatre fonctions dérivées par- 
tielles du premier ordre (— ) , (-), (L) 9 (A.)', «primée s 
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p. r | c .f 0nc U 01 ;,p ( ^ e Ue,(IM) f (I^*i),(£^i) 1 

(~~~'j f ï~~^~) > *i ni sont t* ac ^ es à déduire des fonctions données 

F ( a , 6 ) ,/( a , 6 ) , en prenant leurs fonctions dérivées rela- 
tivement à a et b en particulier. 
Ensuite , en prenant de nouveau les fonctions dérivées des 

valeurs (—^ , Ç~jrr) > & c « relativement à * et /3 , on aura les 

a" n" 

valeurs de (^ï)i (jjlf) » & c * et ams ' ^ e suile ' 
Si on fait pour abréger 



on aura 



m 



(±A = 2 ffL^ — 

V#V M« — N/n' \#V M n — N 

///\_ m /^'\ " 

\7/""M/i-Nm' VI'/ M » — N /u 1 

çt les premières valeurs de p et y seront 

»F(M ) N /(«,*) 

P M /z — Nm + M« — N/»' 

m F (a, 6) 

^ ~~~ Mji — Nm Mn-Nra 

Comme ces valeurs sont fonctions de a et i , on pourroit 
s'en servir pour en trouver de plus exactes , en y substituant 
o+peti + yà la place de a et b , et ainsi de suite , 
comme on l'a vu au commencement de cette Note, pour le 
cas d'une seule équation et d'une seule inconnue. On auroit 
ainsi des formules plus commodes pour le calcul arithmé- 
tique que les formules en série ; mais celles-ci donnent les 

expressions 
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expressions des racines toutes développées et ordonnées sui- 
vant les puissances des quantités F ( a , b ) et f ( a , b ) , qui 
représentent les erreurs provenant des valeurs a et b supposées 
aux inconnues x et y dans les équations F (x > y) — o , 
f (x t y) = oj de sorte que ces séries seront toujours d'au- 
tant plus convergentes , que les erreurs de ces suppositions 
feront plus petites. 

Au reste , ces formules ont le grand avantage de pouvoir 
s'appliquer également à toutes les équations, de quelque genre 
qu'elles soient , puisqu'il ne s'agit que d'en trouver les fonctions 
dérivées , relativement à chacune de leurs variables. 



Kk 
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NOTE XII. 

Sur la manière de transformer toute équation , en sorte 
que les termes qui contiennent Vinconnue aient le même 
signe, et que le terme tout connu ait un signe différent. 

J'ai observé au commencement du Mémoire qu'on peut tou- 
jours ramener à celte forme toute équation proposée , pourvu 
qu'on ait deux limites d'une de ses racines , lesquelles soient assez 
rapprochéespour que toutes les autres racines réelles , ainsi que les 
parties réelles des racines imaginaires, s'il y en a, tombent hors 
de ces limites. Comme cette transformation peut être utile dans 
quelques occasions , et que j'ignore si elle est connue , je vais 
l'exposer ici pour qu'on puisse en faire usage au besoin. 

Soient a , b les deux limites données , ou connues d'une 
manière quelconque , a la limite en moins, b la limite en plus. 
En supposant que x soit l'inconnue de l'équation proposée , on 
a -\- b y 

fera x = : et après les substitutions et les réductions, 

i + y 

on aura une équation transformée en y , du même degré que 

l'équation en x , qui aura la forme demandée , si la limite a est 

assez près de la valeur de la racine. 

Car soient *, 0 , y , &c. les racines de l'équation proposée 

en x, et < la racine dont a et b sont les limites. Puisque 

a + by x — a . 

x = ■ , on aura y = - } donc les racines de l'equa- 

i + y b — x ' 

& — a & — a y — a „ _ 

tion enjy seront , -, , &c. Or on a par 

b — * b — fi 1 b — > 1 

l'hypothèse * > a < b j donc * — a > o , 6 — *>oj 
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donc la racine , sera positive , et d'autant plus petite , 

que la différence entre la limite a et la racine * sera moindre. 

Ensuite , comme les autres racines fi , y , &c. sont supposées 

tomber hors des limites a et b , si fi < a , on aura aussi 

nécessairement fi < b ; donc fi — a < o et ô — J8 > oj donc la 
q a 

racine sera nécessairement négative. Si , au contraire , 

m fi > b , on aura aussi fi > a j donc fi — a > o et £ — fi < o ; 
donc ~ ^ sera encore une quantité négative. Donc la racine 

; sera dans tous les cas négative. Il en sera de même 

b — fi 

de toute autre racine , comme y , correspondant à une 

o — ^ 

racine réelle > de l'équation en x. 

Mais supposons que 0 et y soient imaginaires , elles seront 
nécessairement de la forme » + * |/ — * I , p — ' (/ — i, 
P et <»■ étant des quantités réelles ( Note IX ) j donc faisant 

| = p + <r / — i , la racine deviendra y w - : 

r b — fi o — p — fy — î ' 

multiplions le haut et le bas par b — p + «" y/ 1 — i , on aura 

l, - a) (> " , gz; ) .V*~; ? ' K " 

que la partie réelle p tombe aussi hors des limites a et donc 
si p < o , on aura aussi p < b j par conséquent p — a < o , 
£ — P > o; donc(p — o) (6 — p) < oj et si p > £, on aura 
aussi p > a ; donc p — a > o , b — p < o , et par conséquent 
aussi (p — a) (A — p) <o$ donc la quantité (p — a) (ô — p) 
sera dans tous les cas négative. 

Donc , puisque <r % et ( b — p )" sont essentiellement des 

n — Q 

quantités positives , la racine y~"jg deviendra dans ce cas 

de la forme — P + Q^ — ij Pet Q étant des quantités réelles , 

Kk 2 
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et P étant essentiellement positive. De même , en faisant 

V — Cl 

y = p — *)/ — i, la racine deviendra — P — Q y/ — 1 » 

b — y 

et ainsi des autres racines imaginaires. 

Donc , prenant des quantités positives y, r, &c. P, Q, 
R, &c. les racines réelles de l'équation en x donneront dans 
la transformée en .y les racines réelles p , — 7, — r, &c. et les 
racines imaginaires de la même équation donneront dans la 
transformée les racines — P + Q \/ — 1, — P — Q y/ — i, 
— R + S y/ — i, — R — Si/ — 1, &c. Donc la transformée* 
enj' sera formée des facteurs 

y — Pi y + Ç* y + r kc. ^ + P— Qv/— J, 

j + P + Qi/— '1, y + R— S/— 1, > + R+Si/— i,&c. 

Or les deux facteurs imaginaires y + V — Q }/ — 1 et 
y -f P + Q V — 1 » donnent le facteur double réel 
y + 2 P 4- P* + Q* , et ainsi des autres. Donc l'équation 

en y sera 

(r-p)Cr+?)(r+r)---(:^ 

Considérons le produit de tous ces facteurs , excepté le pre- 
mier , y — p; comme tous les termes de ces facteurs sont 
positifs, il est visible que leur produit , ordonné par rapport 
à y , ne pourra contenir que des termes positifs. Le produit 
sera donc de la forme 

r — 1 + A y- + B y"- 3 + &c. + K , 
où les coefficiens A , B , C , ekc. K seront tous positifs , sans 
qu'aucun puisse être nul. Multiplions maintenant ce polynôme 
par le facteur — p , on aura 

y + (A-p)?—' + (B — A/Oy- + (C-B/>)y-' 

+ &c. — K p = o 
pour l'équation en y. 

On voit ici que le dernier terme — K p est essentiellement 
négatif, f*t que les termes précédens seront tous positifs si l'on 
aA>f,B> A/),C> B/j, &c. Comme en rapprochant 
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la limite a île la racine * , la valeur de p , qui est * -,pcut 

1} ~ et 

devenir aussi petite qu'on voudra , il est clair qu'on pourra 

1 B C 

toujours prendre a telle que l'on ait p < A, < — - , < ~ , &c. 

A B 

ce qui rendra tous les termes positifs, excepté le dernier. 

On ne doit pas craindre qu'en diminuant ainsi la valeur de/?, 

les valeurs de q , r, &c. P , Q , &c. diminuent en même temps, 

^de manière à devenir nulles avec p. Car en faisant a = *, ce 

* . jg n 

qui donne p = o , la valeur de q , qui est — — Reviendra 

0 — * , , , ^ _ . (p — a)(b — A — y* 

— ; et les valeui» de P et Q , qui sont — i^y— 1 > - „ f} ■ 

et 7T ÎTT — deviendront . . r- et > £ r--^~ , 

et ainsi des autres. 

Donc on est assuré que la substitution de — au lieu 

1 + y 

de*, donnera une transformée en y qui aura la condition 
demandée , pourvu que la limite a en moins soit assez près de 
la racine dont elle est limite ; ce qu'on pourra toujours obtenir 
en essayant successivement pour a des valeurs plus grandes. 

On a vu (n°. 37) que l'équation «r* — 71 + 7 = 0 a trois 
racines , deux positives et une négative ; et l'on a trouvé 
pour les deux racines positives des fractions continues , dont 
les termes sont 1 , 1 , a , 1 , &c. et 1 , a , 1 , 4 , &c. j de-là on 
peut former ces fractions convergentes vers les deux racines 

1 1 » 5 1 Rtr. ' 

«» 1» i> 3» 4» a0, 

1 I 3 * 10 Rte 

ô> 1» a» 3» j4> KC * 

On voit d'abord que 1 et a sont deux limites de la première 
racine j mais , comme la seconde racine est renfermée entre 
les nombres 1 et \ , elle se trouve aussi nécessairement ren- 
fermée entre les mêmes limites} on prendra donc les limites 
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suivantes a et ], et on fera a = j , b = 3 , et par conséquent 

i -4- ~2 y 5 4* o y 

* = - = — 7— ~-. Mais puisque les multiples de v ne 

i + y ô + ôy r 1 

changent pas les signes de l'équation en .y , on pourra faire 

5 + i y 

simplement x = - — , en mettant^ pour 3,y. On trouvera 

ainsi la transformée 

/ + 4 / + 5 .y — i=o, 
qui est , comme Ton voit , à l'état demandé. 

De même , si on prend pour l'autre racine les limites 
{ et y , en faisant o = y et b = f , on aura la substitution 

4 JL .1 y g | n y 

x = - — - = — » oa bien > ea mettant simplement 

* + y +>) 

8 3 

v au lieu de 3 y , * = £— , et Ton trouvera la trans- 

6 + 2 y 

formée 

/ + 8/ + 4^-8 = o, 
qui a aussi la forme demandée'. 

Les limites que nous avons employées ont conduit directe- 
ment aux transformées que l'on cherchoitj mais si on avoit 
pris , par exemple , pour la première racine les limites a et ; f 
qui ont également la propriété qu'aucune autre racine s'y 
trouve comprise , puisque l'autre racine réelle est moindre 
que \ , on auroit eu o = \ , b = a ; ce qui auroit donné la 

4" 9 y 3 + 4 y 
substitution * = - ■ = — ; — ■ — r, ou bien , en mettant 

3 + a y 

y pour a y , x ~ — j et l'on auroit trouve la trans- 

a -r y 

formée 

qui n'a pas encore la forme demandée , parce que la racine 
positive se trouve ici trop grande. 

Mais , sans recourir à une nouvelle substitution en augmen- 
tant la valeur de q , il suffira de diminuer toutes les racines 
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d'une même quantité t , en faisant^ = % + »» 6t chercher 
ensuite par des essais une valeur de i qui satisfasse' aux condi- 
tions qu'on demande. On aura ainsi cette transformée 
-= 3 +(3i+ (ZÏ+7i — -2)z + ï + i>—2i—i=o J 

et il s'agira de prendre i positif, et tel que 3 i* -f 2 t > 3 
et i' + j' < a i + i. On voit tout de suite que i = i satis- 
fait , et l'on a la transformée 

z 1 + 4z* + 3z-r = o, 
qui est la même que la transformée en y trouvée d'abord. 

Nous avons vu dans les Additions au Mémoire ( n°. 72 ), 

que si —f et — sont deux fractions convergentes vers une des 

racines de l'équation en x , la transformée en t qui doit servir 
à trouver la fraction suivante , résulte directement de la substi- 
tution de > a u lieu de x dans l'équation proposée. Fai- 

f t + 71 

sons t — —j- , on aura 
t 

t y . r t * 

— 7~ + *" -j y + -7 

*■ (y + » ) y + 1 

Cette substitution est , comme l'on voit , analogue à celle 

T B 

que nous avons employée ci-dessus , en prenant —, et ~ pour 
les deux limites que nous avons nommées a et b. 

Or, comme deux fractions consécutives sont elles-mêmes 
des limites alternativement plus grandes et plus petites que la 
racine cherchée , et qui se resserrent continuellement , il 
s'ensuit que les transformées qui répondent aux fractions plus 
petites que la racine , approcheront de plus en plus d'avoir 
lei conditions nécessaires pour pouvoir être de la forme pro- 
posée j et les transformées intermédiaires auront la même 
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I 7T f 

propriété , en y substituant - au lieu de y ; car si — > — , 

y x t 

* -L. P 

T f 

l'expression de x devient par celte substitution . 

y + 1 

La différence entre les deux fractions —, et — étant , 

lorsque cette différence sera devenue moindre que la plus 
petite différence entre les racines de l'équation proposée , 

c'est-à-dire moindre que la limite ~ ( Note IV ) on sera 

assuré qu'il ne pourra tomber entre ces fractions qu'une seule 
racine j mais , à l'égard des parties réelles des racines imagi- 
naires , il ne sera pas facile de s'assurer à priori qu'elles tombent 
hors de ces fractions , à moins de former l'équation , dont le* 

racines seroient * -, et de chercher ensuite une li- 
ra 

mite plus petite que chacune de ces racines , pour la comparer, 
avec la même différence A-,- 

» P 

Au reste , quoique les fractions consécutives fournissent de? 
limites qui se resserrent de plus en plus autour de la même 
racine , il est possible que les transformées n'acquièrent jamais 
la forme dont il s'agit , par la raison que les deux limites se 
resserrant à la fois, la racine positive peut aller en augmen- 
tant au lieu de diminuer. Mais lorsqu'on sera parvenu à des 
fractions entre lesquelles il n'y aura qu'une seule racine réelle 
et aucune des parties réelles des racines imaginaires, il suffira 
de diminuer toutes les racines de la transformée correspon- 
dante , d'une même quantité qu'on pourra trouver par quelques 
essais , eomme on l'a vu plus haut. 

Lorsqu'une équation est réduite à la forme dont nous par- 
lons , 
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Ions , c'est-à-dire que tous ses termes ont le même signe , à 
l'exception du dernier terme tout connu, il est visible qu'elle 
est alors susceptible d'opérations semblables à celles qui 
servent à extraire les racines des nombres ; seulement elle 
demandera plus d'essais et d'épreuves , à raison des différentes 
puissances de l'inconnue qu'elle contiendra. 

Ainsi , par exemple , si l'on a l'équation du troisième 
degré 

y> + A y + B ,y — N = o , 

dans laquelle A , B , N , sont supposés des nombres positifs , 
en la mettant sous la forme 

y* + A y + = N, 
on voit qu'au lieu d'extraire simplement du nombre N la 
racine de la puissance y 3 , il s'agit d'en extraire celle de la 
somme des puissances y 3 + A y* + B y ; et si a est la partie 
de cette racine déjà trouvée , et p le reste , on aura 

(3a , + 2Aa + B);> + (3a + A)/>'+/> 3 = N — a 3 — A a'— Ba } 
et par conséquent 

N — Afl + B) 



P < 



3 o' + 3 A a + B 



N — a s 

formule qui répond à la formule p < — - — ; — , sur laquelle 

o a 

est fondé le procédé de l'extraction de la racine cubique. 
Prenons l'équation trouvée plus haut 

y + 4 y* + 3y — i=o, 
la formule sera ici 

i — a ( a* - f 4 a + 5 ) 
P < 3 a" + 8 a + 3 

Jl est d'abord facile de voir que le premier chiffre de te 

Ll 
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valeur Je a ne peut être que 0,2 j faisant donc a — 0,2 , 

o s3'j 

on trouvera p < — — < o,o5. En prenant p — 0,0 i , 

4,73 

la nouvelle valeur de a sera o,a4 , et l'on trouvera 
o,o5u8... _ „ 

P < "5,0^— < °'°° 8 ■ &C ' 



F I N. 



Fautes à corriger. 

Page C8 , ligne 18 et dernière , au lieu de de même signe , liiez] de signes 
différens. 

Page i33, ligne 6, au lieu de K au dénominateur, Uses 7. 



A PARIS, DE L'IMPRIMERIE DE CRAPELET. 



Digitized by Google 



TABLE. 

Avertissement. page j 

MÉMOIRE SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 

NUMÉRIQUES. 

Ch A titre premier. Méthode pour trouver , dans une 
équation numérique quelconque , la valeur entière la 
plus approchée de chacune de ses racines réelles, ■ 4 

Chap. II. De la manière d'avoir les racines égales et les 
racines imaginaires des équations. 2 1 

Chap. III. Nouvelle méthode pour approcher des racines 
des équations numériques. 2 j) 

Chap. IV. Application des méthodes précédentes à 
quelques exemples. 55 

ADDITIONS AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 

Article premier. Sur les racines imaginaires des 
équations. 44 

Remarque première. Sur la manière de reconnoitre 
quand toutes les racines d'une équation sont réelles. ibid. 

Remarque II. Où l'on donne des règles pour déterminer 
dans certains cas le nombre des racines imaginaires des 
équations. • 4^> 

Remarque III. Où l'on applique la théorie précédente aux 
équations du second r , troisième et quatrième degré. ■)') 

Remarque IV. Sur la manière d'avoir les racines imagi- 
naires des équations. , 5l 

Article H. Sur la manière d' approcher de la pâleur 
numérique des racines des équations. ôii 

Remarque première. Sur les fractions continues pério- 
diques, ibid. 

Remarque II. Où l'on donne une manière très- simple de 



d by Google 



> 



sG8 TABLE. 

réduire en fractions continues les racines des équations du 
second degré. 65 

R.E m arque III. Généralisation de la théorie des fractions 
continues, 8a 

Remarque IV". Oit l'on propose différens moyens pour 
simplifier le calcul des fractions continues. 5 5 

NOTES. 

Note première. Sur la démonstration du Théorème 1. 1 1 1 

Note II. Sur la démonstration du Théorème II. 1 1 4 

Note III. Sur l'équation qui donne les différences entre 
les racines d'une équation donnée , prises deux à 
deux. 1 1 8 

Note IV. Sur la manière de trouver une limite plus petite 
que la plus petite différence entre les racines d'une 
équation donnée. 124 

Note V. Sur la méthode d'approximation donnée par 
Xeti'lon. iô(i 

Note VI. Sur la méthode d'approximation tirée des 
séries récurrentes. 31 45 

Note Vit. Sur la méthode de Fontaine , pour la léso- 
lution des équations. 1.53 

Note VIII. Sur les limites des racines des équations , 
et sur les caractères de la réalité de toutes leurs 
racines. , i65 

Note IX. Sur la forme des racines imaginaires. 1 8 1 

Note X. Sur la décomposition des polynômes d'un degré 
quelconque en facteurs réels. 202 

Note XI. Sur les formules d'approximation pour les 
racines des équations, 23q 

Note XII. Sur la manière de transformer toute équa- 
tion , en sorte que les termes qui contiennent l'inconnue 
aient le même signe , et que le terme tout connu ait un 

signe différent. 25$ 

f 



Digitized by Google . 



Digitized by Google 



T I 



•Digitized by Google 




filé 




